
XLI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè

Âèøêèëü. 1�26 èþëÿ 2025 ã.

6 ÊËÀÑÑ

ÌÀÒÅ�ÈÀËÛ ÇÀÍßÒÈÉ

Áàéðàê Ê.Â.

Åìåëü÷åíêîâà À.Ñ.

Êèñåë¼â È.À.

Êîâÿçèíà Å.Ì.

Ëåíþê Ñ.Â.

Îñêîðáèí Ä.Í.

Ñòàðîñòèíà Î.Â.

Ôèíàðåâñêèé Ë.Á.



XLI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 1

Îò àâòîðîâ

Ïåðåä âàìè ñáîðíèê ìàòåðèàëîâ çàíÿòèé ãðóïï 6 êëàññà ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ

XLI Êèðîâñêîé ëåòíåé ìíîãîïðåäìåòíîé øêîëû, êîòîðàÿ ñîñòîÿëàñü 1�26 èþëÿ 2025
ãîäà â ÄÎË ¾Âèøêèëü¿ Êîòåëüíè÷åñêîãî ðàéîíà Êèðîâñêîé îáëàñòè. Ñáîðíèê ìîæåò

áûòü èíòåðåñåí øêîëüíèêàì, ó÷èòåëÿì, ðóêîâîäèòåëÿì ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ.

Ñîñòàâèòåëè áëàãîäàðÿò ó÷åíèêîâ ËÌØ�2025 çà ïðîÿâëåííóþ àêòèâíîñòü â ðåøåíèè

çàäà÷ íàñòîÿùåãî ñáîðíèêà.
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Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 2 èþëÿ

1. Â êëåòêàõ êâàäðàòà 5× 5 ðàññòàâëåíû ÷èñëà òàê, ÷òî ñóììû ÷èñåë âî âñåõ ñòðîêàõ

è âî âñåõ ñòîëáöàõ îäèíàêîâû. Ñóììà âñåõ ÷èñåë â ëåâîì âåðõíåì êâàäðàòå 2× 2 ðàâíà
10, à â ïðàâîì íèæíåì êâàäðàòå 3× 3 ðàâíà 15. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå.

2. Áèîëîãè è õèìèêè âñòàëè â êðóã. Âñåãî 140 ÷åëîâåê. Áèîëîãè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó

áèîëîãàì è âðóò õèìèêàì, à õèìèêè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó õèìèêàì è âðóò áèîëîãàì.

Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë îäíó �ðàçó ñâîåìó ñîñåäó ñïðàâà: ¾Òû � áèîëîã¿ èëè ¾Òû �

õèìèê¿. Òàêèõ �ðàç îêàçàëîñü ïîðîâíó. Ñêîëüêî áèîëîãîâ è ñêîëüêî õèìèêîâ ñòîèò ïî

êðóãó?

3. Ñêîëüêî êëåòî÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó

çàêðàøåííóþ êëåòêó, èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå? Ëþáîé êâàäðàò (â

÷àñòíîñòè, ñàì êâàäðàò 5× 5) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.

4. Â ÿùèêå ó Êàðëñîíà ëåæàò êîí�åòû òðåõ ñîðòîâ: ìàðìåëàäíûå, øîêîëàäíûå è

êàðàìåëü, êàæäîãî ñîðòà õîòÿ áû ïî îäíîé. Êàðëñîí óòâåðæäàåò, ÷òî, êàêèå áû ñòî

êîí�åò íè âûíóòü èç ÿùèêà, ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî âñòðåòÿòñÿ è ìàðìåëàäíûå, è

øîêîëàäíûå êîí�åòû. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êîí�åò ìîæåò áûòü ó Êàðëñîíà â

ñòîëå?

5. Íà äîñêå çàïèñàíû âñå äåâÿòèçíà÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü

êîòîðûõ ñîäåðæèò êàæäóþ èç öè�ð 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó.

Êàæäóþ ìèíóòó âûáèðàþò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå ñðåäè çàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñåë

è ñòèðàþò. Êàêàÿ ïàðà ÷èñåë áóäåò ñòåðòà ïîñëåäíåé?

6. Íà êàðòî÷êàõ çàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 100. Êàðòî÷êè âûëîæåíû îäíà çà äðóãîé

â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. �àçðåøàåòñÿ ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå êàðòî÷êè, åñëè ÷èñëî,

íàïèñàííîå íà îäíîé èç íèõ, äåëèòñÿ íà ÷èñëî, íàïèñàííîå íà äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî

íå áîëåå, ÷åì çà 150 îïåðàöèé ÷èñëà íà êàðòî÷êàõ ìîæíî ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ.

7. Ïî êðóãó ñòîÿò 100 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â êàæäîé òðîéêå ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñåë

îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíî ïîëóñóììå äâóõ äðóãèõ. Âåðíî ëè, ÷òî âñå ÷èñëà ðàâíû?

1. �àçóìíûé ïåðåáîð. 3 èþëÿ

1. à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷èñåë, áîëüøèõ, ÷åì 3528, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæíî

ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêîé öè�ð äàííîãî ÷èñëà?

á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öè�ð êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 4?

â) Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü äóã?
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ã) Ñêîëüêî äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïåðâàÿ öè�ðà ìåíüøå âòîðîé?

ä) Åñòü äâå áåëûå, äâå êðàñíûå è äâå ðîçîâûå ãâîçäèêè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ

ìîæíî ðàññòàâèòü â òðè âàçû òàê, ÷òîáû â êàæäîé âàçå ñòîÿëè ïî äâå ãâîçäèêè ðàçíîãî

öâåòà?

å) Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ïèíã-ïîíã, ìàò÷ ïðîäîëæàåòñÿ äî òðåõ ïîáåä. Ñêîëüêî

ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ ïðîòåêàíèÿ ìàò÷à?

æ) Èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â �îëóáóþ âåäóò äâå äîðîãè, èç �îëóáîé ñòðàíû â �îçîâóþ �

÷åòûðå. Èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â Ôèîëåòîâóþ âåäóò òðè äîðîãè, èç Ôèîëåòîâîé ñòðàíû â

�îçîâóþ � òîæå òðè. Ïðÿìûõ äîðîã èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â �îçîâóþ è èç �îëóáîé ñòðàíû

â Ôèîëåòîâóþ íåò. Ñêîëüêèìè ïóòÿìè ìîæíî äîáðàòüñÿ èç Æ¼ëòîé ñòðàíû â �îçîâóþ?

À èç �îëóáîé ñòðàíû â Ôèîëåòîâóþ?

ç) Àë�àâèò ïëåìåíè Íè-Áóì-Áóì ñîäåðæèò òîëüêî òðè áóêâû � À, Á è Â. Ñëîâîì

ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ íå áîëåå ÷åì èç òð¼õ áóêâ. Ñêîëüêî

ñëîâ â ÿçûêå ýòîãî ïëåìåíè?

è) Çàäà÷à Ëåîíàðäà Ýéëåðà. ×åòâåðî ãîñïîä ïðè âõîäå â ðåñòîðàí îòäàëè

øâåéöàðó ñâîè øëÿïû, à ïðè âûõîäå ïîëó÷èëè èõ îáðàòíî. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

âàðèàíòîâ, ïðè êîòîðûõ êàæäûé èç íèõ ïîëó÷èò ÷óæóþ øëÿïó?

2. Íà íîâîãîäíèé âå÷åð ïðèøëè íåñêîëüêî ñóïðóæåñêèõ ïàð, ó êàæäîé èç êîòîðûõ

áûëî îò 1 äî 10 äåòåé. Äåä Ìîðîç âûáèðàë îäíîãî ðåá¼íêà, îäíó ìàìó è îäíîãî ïàïó èç

òð¼õ ðàçíûõ ñåìåé è êàòàë èõ â ñàíÿõ. Îêàçàëîñü, ÷òî ó íåãî áûëî ðîâíî 3630 ñïîñîáîâ

âûáðàòü íóæíóþ òðîéêó ëþäåé. Ñêîëüêî âñåãî ìîãëî áûòü äåòåé íà ýòîì âå÷åðå?

3. Ñêîëüêî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó 2x+ 5y = 90000?

4. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó. Ó íèõ åñòü òàáëè÷êà 2 × 16 (2 ñòðîêè, 16 ñòîëáöîâ).

Ñíà÷àëà Ïåòÿ ðàññòàâëÿåò ïî îäíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó â êàæäîé êëåòêå 5-ãî, 6-ãî,

7-ãî è 8-ãî ñòîëáöîâ, è ïîêàçûâàåò èõ Âàñå. Çàòåì Âàñÿ ïðîíóìåðîâûâàåò âñå êëåòêè

òàáëèöû ÷èñëàìè îò 1 äî 32 òàê, ÷òîáû â îáåèõ ñòðîêàõ íîìåðà øëè â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ ñëåâà íàïðàâî, è âñå ÷èñëà îò 1 äî 32 áûëè èñïîëüçîâàíû Âàñåé ïî îäíîìó

ðàçó. Ïåòÿ ïîáåæäàåò, åñëè íàéäåòñÿ êëåòêà, íîìåð êîòîðîé â Âàñèíîé íóìåðàöèè

ñîâïàäåò èëè ñ íàïèñàííûì â íåé Ïåòåé ÷èñëîì, èëè ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì Ïåòåé â

äðóãîé êëåòêå òîãî æå ñòîëáöà. Âàñÿ âûèãðûâàåò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êòî âûèãðûâàåò

ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Êàêèõ ïàëèíäðîìîâ áîëüøå: 2023-çíà÷íûõ, êðàòíûõ 99, èëè 2024-çíà÷íûõ, êðàòíûõ

99? Íàïîìèíàåì, ÷òî ïàëèíäðîìîì íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ÷èòàåòñÿ

îäèíàêîâî êàê â ïðÿìîì, òàê è â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.
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2. Äåëèìîñòü�1. 3 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ÷èñëî a äåëèòñÿ íà ÷èñëî b (èëè a êðàòíî b, èëè b äåëèòåëü

a), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî q, ÷òî a = b · q. Îáîçíà÷åíèå: a ..
.

b, b | a.

Îïðåäåëåíèå. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî

èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èìåþùåå áîëåå

äâóõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì.

Çàìå÷àíèå. ×èñëî 1 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì ÷èñëîì.

1. Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòà è êóáà íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî

åäèíèöû, áûòü øåñòîé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

2. Äâóçíà÷íîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ÷èñëî n + 10! � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n

òîæå ïðîñòîå.

3. Íà äîñêå íàïèñàíû 5 ïðîñòûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 2025. Äîêàæèòå,

÷òî ðàçíîñòü ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ âûïèñàííûìè ÷èñëàìè äåëèòñÿ íà 10.

4.Ôåäÿ õî÷åò èç ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , 2024 âû÷åðêíóòü íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî
òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ ÷èñåë íå äåëèëîñü íà 2024. Ñêîëüêî ÷èñåë åìó

ïðèäåòñÿ âû÷åðêíóòü?

5. Èçâåñòíî, ÷òî 28a+30b äåëèòñÿ íà 13. Âåðíî ëè, ÷òî òîãäà è 15a+56b òîæå äåëèòñÿ
íà 13?

6. Äìèòðèé Íèêîëàåâè÷ íàïèñàë íà äîñêå äâóçíà÷íîå ÷èñëî è ñïðîñèë

øåñòèêëàññíèêîâ ïî î÷åðåäè, äåëèòñÿ ëè îíî íà 2? Íà 3? Íà 4? . . . íà 9? Íà âñå

âîñåìü âîïðîñîâ äåòè îòâåòèëè ïðàâèëüíî, ïðè ýòîì îòâåòîâ ¾äà¿ è ¾íåò¿ áûëî

ïîðîâíó.

à) Ìîæíî ëè âîññòàíîâèòü îòâåò õîòÿ áû íà îäèí âîïðîñ, íå çíàÿ ñàìîãî ÷èñëà?

á) À õîòÿ áû íà äâà âîïðîñà?

7. ×èñëà îò 1 äî 37 çàïèñàëè â ñòðîêó òàê, ÷òî ñóììà ëþáûõ íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ÷èñåë

äåëèòñÿ íà ñëåäóþùåå çà íèìè ÷èñëî. Ïåðâîå çàïèñàííîå ÷èñëî � 37, âòîðîå � 1. Êàêîå

òðåòüå?

8. Äìèòðèé Íèêîëàåâè÷, â î÷åðåäíîé ðàç, íàïèñàë íà äîñêå íà ýòîò ðàç äëèííîå ÷èñëî

è ïîïðîñèë 40 ñâîèõ ó÷åíèêîâ ðàññêàçàòü ïðî åãî äåëèòåëè. Ïåðâûé ó÷åíèê ñêàçàë:

¾Íàïèñàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 2¿. Âòîðîé ó÷åíèê ñêàçàë: ¾Íàïèñàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ

íà 3¿. Òðåòèé ó÷åíèê ñêàçàë: ¾Íàïèñàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 4¿. . .. Ñîðîêîâîé ó÷åíèê

ñêàçàë: ¾Íàïèñàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 41¿. Îêàçàëîñü, ÷òî ðîâíî äâà ó÷åíèêà îøèáëèñü,

ïðè÷åì îíè ñòîÿò ïîäðÿä. Îïðåäåëèòå, êòî èç ó÷åíèêîâ îøèáñÿ.
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9. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âûïèñàëè âñå åãî äåëèòåëè, çàòåì ó êàæäîãî èç ýòèõ

äåëèòåëåé ïîñ÷èòàëè ñóììó öè�ð. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ýòèõ ñóìì íàøëèñü âñå ÷èñëà

îò 1 äî 9. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ÷èñëà n.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîå êîíñòðóèðîâàíèå. 4 èþëÿ

1. à) Ïðåäñòàâüòå 1 êàê ñóììó òð¼õ ðàçëè÷íûõ äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì 1 è íàòóðàëüíûì

çíàìåíàòåëåì.

á) Ïðåäñòàâüòå 1 êàê ñóììó ÷åòûð¼õ ðàçëè÷íûõ äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì 1 è

íàòóðàëüíûì çíàìåíàòåëåì.

â) Ïðåäñòàâüòå 0,8 êàê ñóììó øåñòè ðàçëè÷íûõ äðîáåé ñ ÷èñëèòåëåì 1 è

íàòóðàëüíûì çíàìåíàòåëåì.

ã) Êàê ïðåäñòàâèòü 0,8 â âèäå ñóììû ñòà äðîáåé òàêîãî âèäà?

2. à) Ïðèäóìàéòå 3 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà òàêèõ, ÷òîáû èõ ñóììà äåëèëàñü

íà êàæäîå èç ÷èñåë.

á) Ïðèäóìàéòå 4 òàêèõ ÷èñëà.

â) Ïðèäóìàéòå 10 òàêèõ ÷èñåë.

3. Êàê ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 10 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ãäå êàæäîå ÷èñëî ïðè

äåëåíèè íà ëþáîå èç ïðåäûäóùèõ äà¼ò â îñòàòêå 1?

4. Â êëåòêàõ êâàäðàòíîé òàáëèöû 10 × 10 ðîâíî 9 íóëåé è ïðîâåäåíà äèàãîíàëü èç

ëåâîãî âåðõíåãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé. Ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ñòîëáöû è ñòðîêè âìåñòå

ñ èõ ñîäåðæèìûì. Âñåãäà ëè ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû âñå íóëè ëåæàëè ïîä äèàãîíàëüþ?

5. à) Äâîå êðåñòüÿí çà âûïîëíåííóþ ðàáîòó ïîëó÷èëè ìåøîê çåðíà. Êàê èì áåç

âåñîâ ðàçäåëèòü ýòî çåðíî, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ ñ÷èòàë, ÷òî åìó äîñòàëîñü íå ìåíåå

ïîëîâèíû çåðíà?

á) Òðîå êðåñòüÿí çà âûïîëíåííóþ ðàáîòó ïîëó÷èëè ìåøîê çåðíà. Êàê èì áåç âåñîâ

ðàçäåëèòü ýòî çåðíî, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ ñ÷èòàë, ÷òî åìó äîñòàëîñü íå ìåíåå òðåòè

çåðíà?

â) Êàê ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ n êðåñòüÿí?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

6. Íà ëåñòíèöå íàðèñîâàíû ñòðåëî÷êè. Íà îäíîé èç ñòóïåíåé ñòîèò ÷åëîâåê. Îí èäåò

ñî ñòóïåíüêè â òó ñòîðîíó, â êîòîðóþ óêàçûâàåò ñòðåëî÷êà, ïîñëå ÷åãî ñòðåëî÷êà íà

ñòóïåíüêå, ñ êîòîðîé îí ñîøåë, îáðàùàåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Äîêàæèòå, ÷òî

êîãäà-íèáóäü ÷åëîâåê ïîêèíåò ëåñòíèöó.

7. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1 < a2 < a3 < . . . < a100, ÷òî

ÍÎÄ(a1, a2) > ÍÎÄ(a2, a3) > . . . > ÍÎÄ(a99, a100)?
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8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò ñîñòàâëåííîå èç öè�ð

1 è 2 ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2n.

9. Â ðÿä ðàñïîëîæèëè n ëàìïî÷åê è çàæãëè íåêîòîðûå èç íèõ. Êàæäóþ ìèíóòó ïîñëå

ýòîãî âñå ëàìïî÷êè, ãîðåâøèå íà ïðîøëîé ìèíóòå, ãàñíóò, à òå íåãîðåâøèå ëàìïî÷êè,

êîòîðûå íà ïðîøëîé ìèíóòå ñîñåäñòâîâàëè ðîâíî ñ îäíîé ãîðÿùåé ëàìïî÷êîé,

çàãîðàþòñÿ. Ïðè êàêèõ n ìîæíî òàê çàæå÷ü íåêîòîðûå ëàìïî÷êè âíà÷àëå, ÷òîáû ïîòîì

â ëþáîé ìîìåíò íàøëàñü õîòÿ áû îäíà ãîðÿùàÿ ëàìïî÷êà?

10. Íà äîñêå âûïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 666. Ïåòÿ è Âàñÿ õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò

Ïåòÿ. Çà îäèí õîä íóæíî çàìåíèòü ëþáûå äâà ÷èñëà íà èõ ñóììó. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ,

êîãäà íà äîñêå îñòàíóòñÿ äâà ÷èñëà. Ïåòÿ õî÷åò äîáèòüñÿ, ÷òîáû îäíî èç íèõ äåëèëîñü

íà äðóãîå. Ìîæåò ëè Âàñÿ åìó ïîìåøàòü?

4. Äåëèìîñòü�2. 4 èþëÿ

Òåîðåìà (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì).Ïóñòü a è b� äâà öåëûõ ÷èñëà, b 6= 0. Ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ïàðà öåëûõ ÷èñåë q è r, òàêàÿ, ÷òî 0 6 r < |b| è ïðè ýòîì a = bq + r.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî q íàçûâàåòñÿ (íåïîëíûì) ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ a íà b, ÷èñëî

r � îñòàòêîì.

1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 8 ÷èñåë: 9100; 799; 20262025.

2. Äîêàæèòå, ÷òî 22225555 + 55552222 äåëèòñÿ íà 7.

3. Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öè�ðó ÷èñëà 77
7

.

4. Àëèñà ñ ïÿòüþ ïîäðóæêàìè êóïèëè ñ ñîáîé â ËÌØ îãðîìíûé ðþêçàê êîí�åò.

Îíè ðàñïðåäåëèëè êîí�åòû ïîðîâíó íà 24 äíÿ è åùå 18 êîí�åò îñòàëîñü íà äîðîãó

äîìîé. Ïî äîðîãå â ëàãåðü äåâî÷êè ïîññîðèëèñü è ïîäåëèëè êîí�åòû ïîðîâíó. Ìàøà

ðàñïðåäåëèëà ñâîè êîí�åòû ïîðîâíó íà 24 äíÿ, à îñòàòîê îòëîæèëà íà îáðàòíóþ äîðîãó.

Êàêîå êîëè÷åñòâî êîí�åò ìîãëî áûòü îòëîæåíî?

5. Íà Ïîëå ×óäåñ ðàñòóò äåðåâüÿ ñ çîëîòûìè ìîíåòàìè. Êàæäóþ íî÷ü íà êàæäîì

äåðåâå âûðàñòàåò ïî îäíîé íîâîé ìîíåòå. 1 �åâðàëÿ íà äåðåâüÿõ áûëî âñåãî 1000 ìîíåò.

Â îäèí èç ñëåäóþùèõ �åâðàëüñêèõ äíåé Áóðàòèíî ïîñàäèë åùå îäíî äåðåâî, è 1 ìàðòà

íà äåðåâüÿõ îêàçàëîñü âñåãî 2440 ìîíåò. Â êàêîé äåíü Áóðàòèíî ïîñàäèë äåðåâî?

6. Äîêàæèòå, ÷òî

à) n3 + 2n äåëèòñÿ íà 3 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n;

á) n2 + 1 íå äåëèòñÿ íà 3 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n;

7. Èçâåñòíî, ÷òî p è p2 + 2 � ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî p3 + 2 � òàêæå ïðîñòîå

÷èñëî.
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8. ßðèê èãðàë â ñîëäàòèêîâ. Ñíà÷àëà îí ïîïûòàëñÿ ïîñòðîèòü èõ ïàðàìè, íî îäèí

ñîëäàòèê îêàçàëñÿ ëèøíèì. Òîãäà ßðèê ñòàë ñòðîèòü ñîëäàò òðîéêàìè, íî ñíîâà îäèí

îñòàëñÿ. Òà æå èñòîðèÿ ïîâòîðÿëàñü è ïðè ïîñòðîåíèÿõ ïî 4, ïî 5 è ïî 6. ßðèê óæå

ïðèãîòîâèëñÿ âûáðàñûâàòü íåïîñëóøíîãî, íî òóò åìó íàêîíåö óäàëîñü ïîñòðîèòü âñåõ

â êîëîííó ïî 7. Ñêîëüêî ñîëäàò ìîãëî áûòü ó ßðèêà, åñëè èõ áûëî ìåíüøå 1000?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

9. Äàíî ÷¼òíîå ÷èñëî a. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íå÷¼òíûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n òàêèõ, ÷òî an + n � ñîñòàâíîå ÷èñëî.

10. Âíà÷àëå íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 3, 7 è 9. Åñëè íàïèñàíû ÷èñëà a è b, ãäå a > b,

òî ìîæíî äîïèñàòü ÷èñëî 5a − 4b. Ìîæåò ëè íà äîñêå â íåêîòîðûé ìîìåíò îêàçàòüñÿ

÷èñëî 2025?

11. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n,

à) ìåíüøèõ 30;

á) ìåíüøèõ 10000,

äëÿ êîòîðûõ 2n − n2
äåëèòñÿ íà 7?

5. Äâå ìîäåëè. 5 èþëÿ

Óïðàæíåíèå. Â ðÿä âûïèñàíû 100 ÷èñåë, ïåðâîå ðàâíî 3, à ñóììà ëþáûõ òð¼õ ïîäðÿä

ðàâíà 100. Ìîæíî ëè íàâåðíÿêà óçíàòü, ÷åìó ðàâíî 100-å ÷èñëî? 50-å ÷èñëî?

Çàäà÷è

1. Â ðÿä âûëîæåíû 5 êàðòî÷åê. Íà îáîðîòíîé ñòîðîíå êàæäîé íàïèñàíî âåùåñòâåííîå

÷èñëî. Ïðî ëþáûå äâå êàðòî÷êè ìîæíî óçíàòü

à) ñóììó ÷èñåë íà íèõ. Âñåãäà ëè ìîæíî îïðåäåëèòü, êàêèå ÷èñëà íàïèñàíû íà

êàðòî÷êàõ?

á) ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë íà íèõ. Âñåãäà ëè ìîæíî îïðåäåëèòü, êàêèå ÷èñëà íàïèñàíû

íà êàðòî÷êàõ?

â) ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë íà íèõ. Ìîæíî ëè õîòü â îäíîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü, êàêèå

÷èñëà íàïèñàíû íà êàðòî÷êàõ?

2. Â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû 5×5 íàïèñàíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Çà õîä ìîæíî óçíàòü
ñóììó ÷èñåë â ëþáîé äîìèíîøêå.

à) Äîêàæèòå, ÷òî èçíà÷àëüíî ÷èñëà ìîãëè áûòü ðàññòàâëåíû òàê, ÷òî ïî ïîëó÷åííûì

îòâåòàì íåëüçÿ óçíàòü ñóììó âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïî ïîëó÷åííûì îòâåòàì íèêîãäà íå óäàñòñÿ âûÿñíèòü ñóììó ÷èñåë

â òàáëèöå.

3. Âñå âèäû ðàñòåíèé �îññèè áûëè çàíóìåðîâàíû ïîäðÿä ÷èñëàìè îò 2 äî 2025

(÷èñëà èäóò áåç ïðîïóñêîâ è ïîâòîðåíèé). Äëÿ êàæäîé ïàðû âèäîâ ðàñòåíèé çàïîìíèëè
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íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü èõ íîìåðîâ, à ñàìè íîìåðà áûëè çàáûòû (â ðåçóëüòàòå

ñáîÿ êîìïüþòåðà). Ìîæíî ëè äëÿ êàæäîãî âèäà ðàñòåíèé âîññòàíîâèòü åãî íîìåð?

4. Íà êàæäîé èç ïÿòè êàðòî÷åê íàïèñàíî êàêîå-òî ÷èñëî. Êàðòî÷êè ëåæàò íà ñòîëå

÷èñëàìè âíèç. Ìû ìîæåì, çàïëàòèâ ðóáëü, óêàçàòü íà ëþáûå òðè êàðòî÷êè, è íàì

ñîîáùàò ñóììó íàïèñàííûõ íà íèõ ÷èñåë. Çà êàêóþ íàèìåíüøóþ öåíó ìîæíî íàâåðíÿêà

óçíàòü ñóììó âñåõ ïÿòè ÷èñåë?

5. Êàïèòàí Âðóíãåëü â ñâîåé êàþòå ðàçëîæèë ïåðåòàñîâàííóþ êîëîäó èç 52 êàðò ïî

êðóãó, îñòàâèâ îäíî ìåñòî ñâîáîäíûì. Ìàòðîñ Ôóêñ ñ ïàëóáû, íå îòõîäÿ îò øòóðâàëà

è íå çíàÿ íà÷àëüíîé ðàñêëàäêè, íàçûâàåò êàðòó. Åñëè ýòà êàðòà ëåæèò ðÿäîì ñî

ñâîáîäíûì ìåñòîì, Âðóíãåëü å¼ òóäà ïåðåäâèãàåò, íå ñîîáùàÿ Ôóêñó. Èíà÷å íè÷åãî

íå ïðîèñõîäèò. Ïîòîì Ôóêñ íàçûâàåò åùå îäíó êàðòó, è òàê ñêîëüêî óãîäíî ðàç, ïîêà

îí íå ñêàæåò ¾ñòîï¿. Ìîæåò ëè Ôóêñ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëå ñëîâà ¾ñòîï¿

à) êàæäàÿ êàðòà íàâåðíÿêà îêàçàëàñü íå òàì, ãäå áûëà âíà÷àëå?

á) ðÿäîì ñî ñâîáîäíûì ìåñòîì íàâåðíÿêà íå áûëî òóçà ïèê?

6. Äåòåêòîð � ýòî óñòðîéñòâî, êîòîðîå çà îäíî äåéñòâèå (òåñòèðîâàíèå) ïðî ëþáîå

âûáðàííîå ïîäìíîæåñòâî ìîíåò ñîîáùàåò, ñîäåðæèòñÿ â íåì �àëüøèâàÿ èëè íåò.

Äîêàæèòå, ÷òî òðåìÿ äåòåêòîðàìè, èç êîòîðûõ îäèí ñëîìàí (òî åñòü îòâå÷àåò

ïðîèçâîëüíî), ìîæíî èç 8 ìîíåò íàéòè �àëüøèâóþ çà 6 òåñòèðîâàíèé.

6. �ðà�û. 5 èþëÿ

1. Ïîñòðîèëè ãðà�, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðûõ ðàâíû 8, 7, 4, 4, 4, 2, 2, 1, x. ×åìó ìîæåò
áûòü ðàâíà ñòåïåíü x?

2. Â øàõìàòíîì òóðíèðå, â êîòîðîì êàæäûé ó÷àñòíèê âñòðå÷àëñÿ ñ êàæäûì, äâà

øàõìàòèñòà çàáîëåëè è âûáûëè èç òóðíèðà. Âñåãî â òóðíèðå áûëî ïðîâåäåíî 94 âñòðå÷è.

Ñêîëüêî øàõìàòèñòîâ ó÷àñòâîâàëî â òóðíèðå?

3. Ó Ìàøè 5 äðóçåé ñðåäè îäíîêëàññíèêîâ. Ó îñòàëüíûõ å¼ îäíîêëàññíèêîâ 4, 6 èëè

8 äðóçåé. È òîëüêî ó íîâè÷êà Ñàøè âñåãî îäèí äðóã. Äîêàæèòå, ÷òî Ìàøà ìîæåò

îòïðàâèòü Ñàøå çàïèñêó, åñëè êàæäûé áóäåò ïåðåäàâàòü çàïèñêó îäíîìó èç ñâîèõ

äðóçåé.

4. Íàçîâ¼ì ãðà� õëèïêèì, åñëè ñòåïåíü ëþáîé åãî âåðøèíû ðàâíà 1, 3 èëè 6. Äîêàçàòü,

÷òî èç ñâÿçíîãî õëèïêîãî ãðà�à, ñîäåðæàùåãî 34 ðåáðà, ìîæíî âûêèíóòü ðåáðî òàê, ÷òî

îí ïåðåñòàíåò áûòü ñâÿçíûì.

5. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ, ïðè÷åì êàæäûé ñîåäèí¼í ñ êàæäûì äîðîãîé. Äîêàæèòå, ÷òî

åñëè çàêðûòü íà ðåìîíò 98 äîðîã, òî ãðà� äîðîã îñòàíåòñÿ ñâÿçåí.
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6. Ñòðàíà ñîñòîèò èç áîëüøèõ è ìàëûõ ãîðîäîâ. Êàæäûé ãîðîä (è ìàëûé, è áîëüøîé)

ñîåäèí¼í äîðîãàìè ñ òðåìÿ ìàëûìè ãîðîäàìè è ñ òðåìÿ áîëüøèìè ãîðîäàìè. Äîêàæèòå,

÷òî îáùåå ÷èñëî ãîðîäîâ â ñòðàíå äåëèòñÿ íà 4.

7. Ó êàæäîãî ìàðñèàíèíà ïî òðè ðóêè è íåñêîëüêî àíòåíí. Êàæäûé ìàðñèàíèí âçÿë

çà ðóêè òðåõ äðóãèõ (òàê, ÷òî âñå ðóêè îêàçàëèñü çàíÿòû). Îêàçàëîñü, ÷òî ó ëþáûõ

äâóõ ìàðñèàí, âçÿâøèõñÿ çà ðóêè, êîëè÷åñòâî àíòåíí îòëè÷àåòñÿ ðîâíî â 6 ðàç. Ìîæåò

ëè ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî àíòåíí áûòü 2025?

8. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå ñèñòåìà àâèàëèíèé óñòðîåíà òàê, ÷òî ëþáîé ãîðîä

ñîåäèíåí àâèàëèíèÿìè íå áîëåå ÷åì ñ òðåìÿ äðóãèìè. È èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé

äðóãîé ìîæíî ïåðåëåòåòü, ñäåëàâ íå áîëåå îäíîé ïåðåñàäêè. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî

ãîðîäîâ ìîæåò áûòü â ýòîì ãîñóäàðñòâå?

9. Â ñòðàíå 10 ãîðîäîâ. Ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé, åñëè è òîëüêî åñëè èç

íèõ âûõîäèò îäèíàêîâîå ÷èñëî äîðîã. Ìîæåò ëè ÷èñëî äîðîã ðàâíÿòüñÿ 20? À 21?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

10. Â ðàéîíå íåñêîëüêî ñ¼ë è òðè äåðåâíè. Èç êàæäîãî ñåëà âûõîäÿò 3

äîðîãè, à èç äåðåâåíü � ïî îäíîé. Êàæäàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò äâà íàñåëåííûõ

ïóíêòà è îáñëóæèâàåòñÿ îäíîé èç òð¼õ áðèãàä. Äîðîãè, âûõîäÿùèå èç ñåëà,

îáñëóæèâàþòñÿ ðàçíûìè áðèãàäàìè. Äîêàæèòå, ÷òî äîðîãè, âûõîäÿùèå èç äåðåâåíü,

òîæå îáñëóæèâàþòñÿ ðàçíûìè áðèãàäàìè.

11. Â ñòðàíå Ýéëåðèè 101 ãîðîä. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèì

áåñïîñàäî÷íûì ðåéñîì îäíîé èç 99 àâèàêîìïàíèé. Èçâåñòíî, ÷òî èç êàæäîãî ãîðîäà

âûõîäÿò ðåéñû âñåõ 99 êîìïàíèé. Íàçîâ¼ì òðåóãîëüíèêîì òðè ãîðîäà, ïîïàðíî

ñîåäèí¼ííûõ ðåéñàìè îäíîé è òîé æå êîìïàíèè. Äîêàæèòå, ÷òî â Ýéëåðèè íå áîëüøå

îäíîãî òðåóãîëüíèêà.

12. Â êðóæêå 42 ÷åëîâåêà, ëþáûå äâîå èç êîòîðûõ èìåþò ñðåäè êðóæêîâöåâ íå ìåíåå

äåñÿòè îáùèõ äðóçåé. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâîå, èìåþùèå ñðåäè êðóæêîâöåâ íå

ìåíåå äâåíàäöàòè îáùèõ äðóçåé.

�ðóïïîâîå çàíÿòèå 1. Øëÿïû. 5 èþëÿ

1. Ïî êðóãó ñòîÿò 6 ÷åëîâåê, êàæäûé èç íèõ âèäèò, êàêîå ÷èñëî íàïèñàíî íà øëÿïå ó

îñòàëüíûõ, íî íà ñâîåé øëÿïå îí ÷èñëî íå âèäèò. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë ðàâíà

15 èëè 16. Íåîáõîäèìî õîòÿ áû äâîèì óãàäàþò ñâîå ÷èñëî. Êàê èì äåéñòâîâàòü?

2.Øåñòü ÷åëîâåê ñòîÿò ïî êðóãó, êàæäîìó íà ãîëîâó íàäåâàþò øëÿïó. Èçâåñòíî, ÷òî

íà øëÿïàõ íàïèñàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Êàæäîãî ïðîñÿò íàïèñàòü

÷èñëî íà ñâîåé øëÿïå. Îí ìîæåò ëèáî íàïèñàòü ¾íå çíàþ¿, ëèáî íàïèñàòü ñâîå ÷èñëî.
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Âûèãðûâàþò ýòè ëþäè â ñëó÷àå, åñëè õîòÿ áû òðîå óãàäàþò ñâîè ÷èñëà. Êàê èì

âûèãðàòü?

3. Øåñòåðî ñòîÿò ïî êðóãó òàê, ÷òî êàæäûé âèäèò êàæäîãî. Èì íàäåâàþò øëÿïó

îäíîãî èç äâóõ öâåòîâ: ÷åðíóþ èëè áåëóþ. Çàòåì îíè ïî î÷åðåäè íàçûâàþò öâåò. Êàê

âñåì, êðîìå, âîçìîæíî, îäíîãî, óãàäàòü ñâîé öâåò ñâîåé øëÿïû?

4. Òà æå çàäà÷à, òîëüêî ó÷åíèêè ñòîÿò â ðÿä òàê, ÷òî êàæäûé âèäèò òîëüêî âïåðåäè

ñòîÿùèõ.

5. Òà æå çàäà÷à, òîëüêî øëÿïû òð¼õ öâåòîâ.

6. Øåñòåðî âûñòðîåíû â êîëîííó (êàæäûé âèäèò òåõ è òîëüêî òåõ, êòî íàõîäèòñÿ

âïåðåäè íåãî), è êàæäîìó íàäåíóò ëèáî ÷åðíóþ, ëèáî áåëóþ øëÿïó ñëó÷àéíûì îáðàçîì

(èçâåñòíî, ÷òî îáà öâåòà ïðèñóòñòâóþò). Êàæäûé ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî,

äîëæåí áóäåò íàçâàòü öâåò ñâîåé øëÿïû ëèáî ñêàçàòü ¾ïàñ¿. Ó÷åíèêè ïðîéäóò òåñò,

åñëè âñå, êòî íàçîâóò öâåò, åãî óãàäàþò, è õîòÿ áû îäèí èç íèõ âñå-òàêè öâåò íàçîâåò.

Êàê ïðîéòè òåñò?

7. Øåñòåðûì íàäåâàþò íà ãîëîâó êîëïàê, íà êîòîðîì íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 15.

Êàæäûé âèäèò âñå êîëïàêè, êðîìå ñâîåãî. Çàòåì îäíîâðåìåííî êàæäûé ïîêàçûâàåò

îñòàëüíûì îäíó èç äâóõ êàðòî÷åê � áåëóþ èëè ÷¼ðíóþ. Ïîñëå ýòîãî âñå äîëæíû

îäíîâðåìåííî íàïèñàòü ÷èñëî íà ñâîåì êîëïàêå. Êàê èì äåéñòâîâàòü?

8. ×åòûðå ìóäðåöà ñòîÿò ïî êðóãó âîçëå íåïðîçðà÷íîãî áàîáàáà, ó íèõ øëÿïû òð¼õ

öâåòîâ. Êàæäûé ìóäðåö âèäèò òîëüêî äâóõ ñîñåäíèõ ïî êðóãó ìóäðåöîâ. Âûèãðûâàþò

ýòè ÷åòâåðî â ñëó÷àå, åñëè õîòÿ áû îäèí óãàäàåò ñâîé öâåò øëÿïû. Êàê èì äåéñòâîâàòü,

÷òîáû âûèãðàòü?

7. Äâóìÿ ñïîñîáàìè. 7 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Êàæäûé ïîñåòèòåëü êîøà÷åé âûñòàâêè ïîãëàäèë òð¼õ êîøåê, ïðè ýòîì êàæäàÿ

êîøêà áûëà ïîãëàæåíà òðèæäû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî êîøåê ðàâíÿëîñü ÷èñëó

ïîñåòèòåëåé.

2) Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 23. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà íåêîòîðûõ òð¼õ

ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñåë íå ìåíüøå 36.

Çàäà÷è

1. Íà ð¼áðàõ êóáà ðàññòàâèëè âñå ÷èñëà îò 1 äî 12, à çàòåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû

ïîñ÷èòàëè ñóììó ÷èñåë íà òð¼õ ðåáðàõ, âûõîäÿùèõ èç ýòîé âåðøèíû. Ìîãóò ëè âîñåìü

ïîëó÷åííûõ ÷èñåë îêàçàòüñÿ ðàâíûìè?
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2. Ïî êðóãó â íåïîíÿòíîì ïîðÿäêå çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, . . . , 2020. �àññìàòðèâàåì âñå

òðîéêè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë. 600 èç íèõ ñîäåðæàò òðè íå÷¼òíûõ ÷èñëà, 500 � ðîâíî

äâà íå÷¼òíûõ ÷èñëà. Ñêîëüêî òðîåê ñîäåðæàò ðîâíî îäíî íå÷¼òíîå ÷èñëî?

3. Êîìèòåò ïðîâåë 40 çàñåäàíèé, íà êàæäîì áûëî ðîâíî 10 ïðèñóòñòâóþùèõ. Ïðè ýòîì

êàæäûå äâà ÷ëåíà êîìèòåòà âñòðåòèëèñü íå áîëåå ÷åì íà îäíîì çàñåäàíèè. Äîêàæèòå,

÷òî â êîìèòåòå áîëåå 60 ÷ëåíîâ.

4. Îäíàæäû â ÑÑÑ� â àâòîáóñå áåç êîíäóêòîðà åõàëè 40 ïàññàæèðîâ, èìåâøèõ ïðè

ñåáå òîëüêî ìîíåòû äîñòîèíñòâîì â 10, 15 è 20 êîïååê. Âñåãî ó ïàññàæèðîâ áûëî

49 ìîíåò. Äîêàæèòå, ÷òî ïàññàæèðû íå ìîãëè êóïèòü íóæíîå êîëè÷åñòâî áèëåòîâ

è ïðàâèëüíî ðàññ÷èòàòüñÿ ìåæäó ñîáîé. (Ñòîèìîñòü àâòîáóñíîãî áèëåòà â ÑÑÑ�

ñîñòàâëÿëà 5 êîïååê.)

5. Äîêàæèòå, ÷òî â êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè íåëüçÿ ðàññòàâèòü íåñêîëüêî øàøåê

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âî âñåõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñòîÿëî ÷¼òíîå ÷èñëî øàøåê, à íà

âñåõ 26 äèàãîíàëÿõ, äëèíà êîòîðûõ áîëüøå îäíîé êëåòêè, íå÷¼òíîå.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà ±1 â òàáëèöó 2021×2021 òàê, ÷òîáû
ïðîèçâåäåíèÿ â êàæäîì ñòîëáöå è â êàæäîé ñòðîêå ðàâíÿëèñü áû −1?

7. Åñòü êó÷êà èç 100 êîí�åò. Çà õîä ìîæíî âçÿòü êàêóþ-òî êó÷êó, è ðàçäåëèòü å¼ íà

äâå êó÷êè èç a > 0 è b > 0 êîí�åò. Ïðè ýòîì íà äîñêó çàïèñûâàåòñÿ ÷èñëî a · b. ×åìó
áóäåò ðàâíà ñóììà âñåx âûïèñàííûõ ÷èñåë, êîãäà õîäû çàêîí÷àòñÿ?

8. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} ìîæíî âûáðàòü
òàêèì îáðàçîì, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ åñòü {1, 2, . . . , n}?

9. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} ìîæíî âûáðàòü
òàêèì îáðàçîì, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáûõ òð¼õ ìíîæåñòâ åñòü {1, 2, . . . , n}?

10. Êëåòêè òàáëèöû 100× 100 çàïîëíåíû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 100, ïðè÷¼ì

êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî 100 ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî â íåêîòîðîé ñòðî÷êå èëè

íåêîòîðîì ñòîëáöå âñòðå÷àåòñÿ íå ìåíåå 10 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

8. Äåëèìîñòü�3. 7 èþëÿ

Îïðåäåëåíèÿ. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå (ÍÎÊ) íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë �

íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íàöåëî íà êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë.

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÍÎÄ) íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � íàèáîëüøåå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì êàæäîãî ýòèõ ÷èñåë. Åñëè ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë

ðàâåí 1, òî îíè íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè.
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Àëãîðèòì Åâêëèäà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë a è b, íóæíî

âûïîëíèòü ïîñëåäîâàòåëüíî íåñêîëüêî äåëåíèé ñ îñòàòêîì:

a = b · q1 + r1

b = r1 · q2 + r2

r1 = r2 · q3 + r3

. . .

rn−2 = rn−1 · qn + rn

rn−1 = rn · qn+1

Íà êàæäîì øàãå ïðåäûäóùèé äåëèòåëü äåëèòñÿ ñ îñòàòêîì íà ïðåäûäóùèé îñòàòîê.

Òàê ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íà êàêîì-òî øàãå îñòàòîê íå ñòàíåò ðàâåí 0.

Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê ðàâåí ÍÎÄ(a, b).

Òåîðåìà (î ëèíåéíîì ïðåäñòàâëåíèè ÍÎÄ). Äëÿ ëþáûõ äâóõ öåëûõ ÷èñåë a

è b íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà x è y, ÷òî ÍÎÄ(a,b) = ax + by.

Ñâîéñòâà

• Åñëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b ïîäåëèòü íà èõ ÍÎÄ, òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

áóäóò âçàèìíî ïðîñòûìè.

• Åñëè (a, b) = 1 è ac äåëèòñÿ íà b, òî c äåëèòñÿ íà b.

• ab =ÍÎÊ(a, b)· ÍÎÄ(a, b)

Óïðàæíåíèå. Íàéäèòå ïðåäñòàâëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñåë 391 è

253 â âèäå 391u+ 253v äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë u è v.

Çàäà÷è

1. Ñîêðàòèòå äðîáü

1584231

637470
.

2. Íàéäèòå ïðåäñòàâëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ÷èñåë 117 è 92 â âèäå

117u+ 92v äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë u è v.

3. Íàéäèòå

à) ÍÎÄ(77 . . . 7
︸ ︷︷ ︸

100 öè�ð

, 77 . . . 7
︸ ︷︷ ︸

14 öè�ð

);

á) ÍÎÄ(99! + 100!, 101! + 102!);

â) ÍÎÄ(99! + 100, 101!, 101! + 102).

4. Íàéäèòå ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

à) èõ ÍÎÄ ðàâåí 56, à ÍÎÊ � 112; á) ÍÎÄ ðàâåí 12, à ÍÎÊ � 864.
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5. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå äðîáè íåñîêðàòèìû ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n:

à)

2n2 − 1

n+ 1
;

á)

n2 − n+ 1

n2 + 1
;

â)

12n+ 1

30n+ 2
.

6. Íàéäèòå âñå öåëûå n, ïðè êîòîðûõ ñîêðàòèìà äðîáü

à)

n2 + 2n+ 4

n2 + n+ 3
;

á)

n3 − n2 − 3n

n2 − n+ 3
.

7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêîâû, ÷òî ÍÎÊ(m, n)+ÍÎÄ(m, n) = m+n. Äîêàæèòå,

÷òî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà äðóãîå (è ïîéìèòå, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå

î÷åâèäíî).

8. Ïðî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n èçâåñòíî, ÷òî ÍÎÄ(1000, n) = 4 è ÍÎÄ(1000, n + 1) = 5.

×åìó ðàâåí ÍÎÄ(1000, n + 2)?

9. Âûáðàëè øåñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîé ïàðû âûïèñàëè å¼ ÍÎÄ. Ìîãëè

ëè â ðåçóëüòàòå áûòü âûïèñàííûìè ÷èñëà 1, 2, . . ., 15?

10. Äìèòðèé Íèêîëàåâè÷ çàïèñàë Ïåòå â òåòðàäü ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñëà. Äëÿ êàæäîé ïàðû ýòèõ ÷èñåë Ïåòÿ íàø¼ë èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Ó

íåãî ïîëó÷èëèñü øåñòü ÷èñåë: 1, 2, 3, 4, 5 è N , ãäå N > 5. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò èìåòü ÷èñëî N?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

11. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïåòÿ âûáðàë k ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå

ïðåâîñõîäÿùèõ n. Çàòåì Âîâà âûïèñàë âñåõ èõ ïîïàðíûå ñóììû. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè

âûïèñàííûõ ÷èñåë íåò äâóõ ðàçëè÷íûõ, îäíî èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà äðóãîå. Ïðè êàêîì

íàèáîëüøåì k òàêîå ìîãëî ïðîèçîéòè?

12. Ó Ïåòè åñòü 1000 êàðòî÷åê, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàïèñàíî äâà íàòóðàëüíûõ

÷èñëà: îäíî ñèíèì öâåòîì, äðóãîå � êðàñíûì. Ïåòÿ çàìåòèë, ÷òî åñëè âçÿòü ëþáûå

äâå êàðòî÷êè, òî ðàçíîñòü ñèíèõ ÷èñåë íà ýòèõ êàðòî÷êàõ íå áóäåò äåëèòüñÿ íà ÍÎÄ

êðàñíûõ ÷èñåë íà ýòèõ êàðòî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñåë, îáðàòíûõ ê êðàñíûì,

íå ïðåâîñõîäèò 1.

13. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n òàêèå, ÷òî ÷èñëî 2n − 2n � êâàäðàò öåëîãî

÷èñëà.
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9. Èíâàðèàíò. 8 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Ìîæåò ëè ñëîí íà øàõìàòíîé äîñêå çà íåñêîëüêî õîäîâ ïîïàñòü ñ ïîëÿ a1 íà a8?

2) Êàæäûì õîäîì êîìïüþòåð óâåëè÷èâàåò ÷èñëî íà ýêðàíå. Åñëè ñóììà öè�ð ÷èñëà

äåëèòñÿ íà 4, îí óâåëè÷èâàåò ÷èñëî íà ñóììó öè�ð, à åñëè íå äåëèòñÿ, òî óâåëè÷èâàåò

íà 10. Âíà÷àëå íà ýêðàíå áûëî ÷èñëî 13. Ìîæåò ëè ïîëó÷èòüñÿ ÷èñëî 1000?

Çàäà÷è

1. Íà äîñêå çàïèñàíî ÷èñëî 1010101010101010101010101010. Ìîæíî ëèáî äîáàâèòü â

ëþáîé ïðîìåæóòîê ñòðî÷êó 1010, ëèáî âû÷åðêíóòü ñòðî÷êó 01. Ìîæíî ëè â êîíöå

ïîëó÷èòü 01?

2. Åñòü äâå êó÷êè: â îäíîé 30 øèøåê, à âî âòîðîé � 70. Ìîæíî óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî

øèøåê â îäíîé êó÷å íà 6, íî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî øèøåê â äðóãîé êó÷å íà 1 èëè

óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî øèøåê â îäíîé êó÷å íà 3, à â äðóãîé � íà 7. Ìîæíî ëè ïðè

ïîìîùè òàêèõ äåéñòâèé ïîëó÷èòü â îäíîé êó÷å 71 øèøêó, à â äðóãîé � 53?

3. Íà äîñêå çàïèñàíû òðè ÷èñëà a, b, c. Êàæäóþ ñåêóíäó Âàíÿ ñòèðàåò ÷èñëà è ìåíÿåò

íà a + b − c, c + a − b, b + c − a. Âíà÷àëå íà äîñêå áûë íàáîð ÷èñåë 2022, 2023, 2024.

Ìîæåò ëè ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïîëó÷èòüñÿ íàáîð 2023, 2024, 2025?

4. Â ðÿä ñòîÿò 40 øåñòèêëàññíèêîâ. Êèðèëë Âÿ÷åñëàâîâè÷ âûáèðàåò äâóõ øêîëüíèêîâ,

ñòîÿùèõ ÷åðåç îäíîãî, è ìåíÿåò èõ ìåñòàìè. Îí õî÷åò ïåðåñòàâèòü äåòåé â îáðàòíîì

ïîðÿäêå. Ïîëó÷èòñÿ ëè ó íåãî âûïîëíèòü ñâî¼ æåëàíèå?

5. Â àë�àâèòå ÿçûêà ïëåìåíè ËÎÎ âñåãî äâå áóêâû: Ë è Î. Èçâåñòíî, ÷òî ñìûñë ñëîâà

íå èçìåíèòñÿ åñëè èç ñëîâà âûêèíóòü ñòîÿùèå ðÿäîì áóêâû ÎË è ïðè äîáàâëåíèè â

ëþáîå ìåñòî ñëîâà áóêâîñî÷åòàíèÿ ËÎ èëè ÎÎËË. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ñëîâà

ËÎÎ è ÎËË èìåþò îäèíàêîâûé ñìûñë?

6. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 12. Â òå÷åíèå êàæäîé ìèíóòû ÷èñëî ëèáî óìíîæàþò, ëèáî

äåëÿò (åñëè äåëèòñÿ íàöåëî) íà 2 èëè íà 3, è ðåçóëüòàò çàïèñûâàþò íà äîñêó âìåñòî

èñõîäíîãî ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò íàïèñàíî íà äîñêå ðîâíî ÷åðåç

÷àñ, íå ìîæåò áûòü ðàâíî 54.

7. Äàíà äîñêà 8 × 8, ðàñêðàøåííàÿ â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Çà îäíî äåéñòâèå ìîæíî

âûáðàòü ëþáûå äâå ñîñåäíèå êëåòêè è ïåðåêðàñèòü èõ â ïðîòèâîïîëîæíûå öâåòà: áåëûå

â ÷¼ðíûé, à ÷¼ðíûå â áåëûé. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî äåéñòâèé îñòàâèòü íà äîñêå ðîâíî

îäíó ÷åðíóþ êëåòêó?

8. Äàíû òðè êó÷êè êàìíåé, ïî n êàìíåé â êàæäîé. Çà îäèí õîä ìîæíî âûáðàòü äâå

êó÷êè, óáðàòü èç íèõ ïî îäíîìó êàìíþ, ïðè ýòîì äîáàâèâ îäèí êàìåíü â òðåòüþ êó÷êó.

Ïðè êàêèõ n ìîæíî ÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ îñòàâèòü òîëüêî îäèí êàìåíü?
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9. Â òàáëèöå 9×9 îäíà èç óãëîâûõ êëåòîê çàêðàøåíà ÷¼ðíûì öâåòîì, âñå îñòàëüíûå �

áåëûì. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïåðåêðàøèâàíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ íåëüçÿ äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òîáû âñå êëåòêè ñòàëè áåëûìè. Ïîä ïåðåêðàøèâàíèåì ñòðîêè èëè ñòîëáöà

ïîíèìàåòñÿ èçìåíåíèå öâåòà âñåõ êëåòîê â ñòðîêå èëè ñòîëáöå.

10. Â òàáëèöå 5×5 ðàññòàâëåíû åäèíèöû è íóëè (ïî îäíîìó ÷èñëó â êàæäîé êëåòêå). Çà

îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ â ëþáîì êâàäðàòå 3× 3 çàìåíèòü âñå åäèíèöû íóëÿìè, à íóëè �

åäèíèöàìè. Ïðè ëþáîé ëè ðàññòàíîâêå åäèíèö è íóëåé çà íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé

ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöó èç îäíèõ íóëåé?

11. Íà ïîëå 6 × 7 ðàññòàâëåíû åäèíèöû è íóëè. �àçðåøàåòñÿ âçÿòü ëþáîé

ïðÿìîóãîëüíèê 1 × 5 è èíâåðòèðîâàòü â í¼ì öè�ðû. Âñåãäà ëè ìîæíî çà íåñêîëüêî

òàêèõ õîäîâ ïîëó÷èòü òàáëèöó èç îäíèõ íóëåé?

12. Íà äîñêå íàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 100, êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó.

Êàæäóþ ìèíóòó ìàëü÷èê Ïåòÿ âûáèðàåò äâà ÷èñëà a è b, íàïèñàííûõ íà äîñêå,

âû÷èñëÿåò ÍÎÄ(a2 + b2 + 2, a2b2 + 3), ïèøåò åãî íà äîñêó, à ñàìè ÷èñëà ñòèðàåò. ×åðåç
99 ìèíóò íà äîñêå îñòàíåòñÿ îäíî ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îíî íå ìîæåò áûòü êâàäðàòîì.

10. Êîìáèíàòîðèêà�1. 8 èþëÿ

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ âñå öè�ðû ðàçëè÷íûå è

à) íå÷¼òíûå;

á) ÷¼òíûå;

â) íå âñå íå÷¼òíûå?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå

à) íå ñîäåðæàò â çàïèñè öè�ðó 7?

á) ñîäåðæàò â çàïèñè öè�ðó 7?

â) ñîäåðæàò â çàïèñè õîòÿ áû äâå öè�ðû 7?

3. à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíóþ äîñêó äâóõ ðàçíîöâåòíûõ

êîíåé, íå áüþùèõ äðóã äðóãà?

á) À äâóõ îäíîöâåòíûõ êîíåé, íå áüþùèõ äðóã äðóãà?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç êîìïëåêòà äîìèíîøåê ìîæíî âûáðàòü äâå ñòûêóþùèåñÿ

äîìèíîøêè (òî åñòü îäèí êâàäðàòèê ó íèõ îäèíàêîâûé)?

5. Ó ñêîëüêèõ äåâÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë âñå öè�ðû ðàçëè÷íû, ñóììà êàæäîé ïàðû

ñîñåäíèõ öè�ð íå÷¼òíà, à ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 4?

6. Ìåíþ â øêîëüíîì áó�åòå ñîñòîèò èç 7 áëþä. Ìèøà õî÷åò êàæäûé äåíü çàâòðàêàòü

ïî-íîâîìó, âûáèðàÿ íà çàâòðàê ëþáîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ áëþä (íî îáÿçàòåëüíî îí
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÷òî-òî õî÷åò áðàòü). Ñêîëüêî äíåé åìó ýòî óäàñòñÿ? Ñêîëüêî âñåãî áëþä îí ñúåñò çà ýòî

âðåìÿ?

7. Îòìå÷åíà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ è, êðîìå íå¼, 5 òî÷åê íà îäíîé ïðÿìîé

è 7 òî÷åê íà äðóãîé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ

òî÷êàõ?

8. Ìàëåíüêèé Ìèòÿ çíàåò òîëüêî øåñòü öè�ð: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Â ìèíóòû äîñóãà

îí âûïèñàë âñå ïÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç ýòèõ öè�ð. Ñêîëüêî ÷èñåë ñðåäè

âûïèñàííûõ äåëÿòñÿ íà øåñòü, åñëè

à) âñå öè�ðû â ÷èñëå ðàçëè÷íû?

á) öè�ðû â ÷èñëå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ?

9. Åñòü 200 ðàçëè÷íûõ êàðòî÷åê ñ ÷èñëàìè 2, 3, 22, 32, . . . , 2100, 3100 (íà êàæäîé

êàðòî÷êå íàïèñàíî ðîâíî îäíî ÷èñëî, êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç).

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 2 êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë íà

âûáðàííûõ êàðòî÷êàõ áûëî êóáîì öåëîãî ÷èñëà?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ñîäåðæàùèõ öè�ð 7 è 8,

íî îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàùèõ è 1, è 2?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê èç øàõìàòíîé äîñêè 8× 8
(ïî ñòîðîíàì êëåòîê) òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî áåëûõ è ÷¼ðíûõ êëåòîê áûëî ïîðîâíó?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà êëåòêè ïîëîñêè 2 × 8 òàê,

÷òîáû íå íàøëîñü îäíîöâåòíîãî òð¼õêëåòî÷íîãî óãîëêà? (Âàðèàíòû, îòëè÷àþùèåñÿ

ïîâîðîòîì, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè)

13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà êëåòêè äîñêè 8 × 8 òàê,

÷òîáû íå íàøëîñü îäíîöâåòíîãî òð¼õêëåòî÷íîãî óãîëêà? (Âàðèàíòû, îòëè÷àþùèåñÿ

ïîâîðîòîì, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè)

11. Îò ïðîòèâíîãî. 9 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Ìîæíî ëè ðàçëîæèòü 44 øàðèêà íà 9 íåïóñòûõ êó÷åê òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî

øàðèêîâ â ðàçíûõ êó÷êàõ áûëî ðàçëè÷íûì?

2) Äåâÿòü ÷èñåë òàêîâû, ÷òî ñóììà êàæäûõ ÷åòûðåõ èç íèõ ìåíüøå ñóììû ïÿòè

îñòàëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû.

3) Ñåìü ãðèáíèêîâ ñîáðàëè âìåñòå 59 ãðèáîâ, ïðè÷åì ëþáûå äâîå ñîáðàëè ðàçíîå

êîëè÷åñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî òðè ãðèáíèêà ñîáðàëè âìåñòå íå ìåíåå 33 ãðèáîâ.
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Çàäà÷è

1. Îòðèöàíèå îáùåãî âûñêàçûâàíèÿ � âûñêàçûâàíèå î ñóùåñòâîâàíèè. Ïîñòðîéòå

îòðèöàíèÿ:

à) Âñå ïîïóãàè ïîíèìàþò òî, ÷òî ãîâîðÿò.

á) Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà òðè.

â) Íè îäèí áåãåìîò íå óìååò ëåòàòü.

ã) Êàæäûé ìàëü÷èê óìûâàåòñÿ ïî óòðàì.

2. Îòðèöàíèå âûñêàçûâàíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè � îáùåå âûñêàçûâàíèå. Ïîñòðîéòå

îòðèöàíèÿ:

à) Íåêîòîðûå øåñòèêëàññíèêè ìîãóò ñúåñòü òðè òàðåëêè ñóïà çà îáåäîì.

á) Áûâàþò ïðåïîäàâàòåëè, êîòîðûå ñïÿò ïî íî÷àì.

â) Íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà èìåþò ñóììû öè�ð, ÿâëÿþùèåñÿ

òî÷íûìè êâàäðàòàìè.

ã) Åñòü ãèòàðèñòû, êîòîðûå íå óìåþò ïåòü.

3. Ïîñòðîéòå îòðèöàíèÿ:

à) Ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

á) Â êàæäîé êîðçèíêå íå áîëåå 17 ïèðîæêîâ.

â) Êàæäûé äåíü õîòÿ áû îäíà ìóäðèëêà õîäèò â ãîñòè.

ã) Êàæäûé äåíü âñå øêîëüíèêè Ì6 ðåøàþò âñå ïðåäëîæåííûå çàäà÷è.

ä) Â òàáëèöå ñóììà â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå ÷¼òíà.

å) Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . , an, . . . äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð

n0, ÷òî ïðè âñåõ n > n0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |an| < ε.

4. Ó÷åíèê çà îäíó íåäåëþ ïîëó÷èë 13 îöåíîê (èç íàáîðà 2, 3, 4, 5), ñðåäíåå

àðè�ìåòè÷åñêîå êîòîðûõ � öåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî êàêóþ-òî îöåíêó îí ïîëó÷èë

íå áîëåå äâóõ ðàç.

5. Â êëåòêàõ òàáëèöû 10× 10 ðàññòàâëåíû ÷èñëà −1, 0, 1. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå
ñóììû ÷èñåë â ñòðîêàõ, ñòîëáöàõ è ãëàâíûõ äèàãîíàëÿõ ðàçëè÷íû?

6. Åñòü 7 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 100. Äîêàæèòå, ÷òî

ñóììà íåêîòîðûõ òð¼õ èç íèõ íå ìåíüøå, ÷åì 50.

7. Ñåìü ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë òàêîâû, ÷òî ñóììà ëþáûõ òð¼õ èç íèõ ìåíüøå ñóììû

÷åòûð¼õ îñòàëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà íå ìåíüøå 10.

8. ×èñëà îò 1 äî 50 íàïèñàíû íà êàðòî÷êàõ. Ìîæíî ëè ðàçëîæèòü ýòè êàðòî÷êè â 11

ñòîïîê òàê, ÷òîáû â êàæäîé ñòîïêå ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë íà êàðòî÷êàõ äåëèëîñü íà 9?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

9. Ìîæíî ëè 100 ãèðü ìàññàìè 1, 2, 3, . . . , 99, 100 ðàçëîæèòü íà 10 êó÷åê ðàçíîé ìàññû
òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå: ÷åì òÿæåëåå êó÷êà, òåì ìåíüøå â íåé ãèðü?
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10. Â êëàññå ó÷èòñÿ 30 ó÷åíèêîâ, îäèí èç íèõ � Âàñÿ. Êàæäûé èç Âàñèíûõ

îäíîêëàññíèêîâ èìååò ðîâíî 5 îáùèõ äðóçåé ñ Âàñåé. Äîêàæèòå, ÷òî â êëàññå åñòü

ó÷åíèê ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì äðóçåé.

11. Íà Äýíñ-øîó ïðèøëè 125 ÷åëîâåê, ïðè÷¼ì êàæäûé áûë çíàêîì ðîâíî ñ 10 äðóãèìè.

Ïîñëå òðåòüåãî òóðà íåêîòîðûå íå ïðîøëè â �èíàë è óøëè ïèòü êå�èð íà âå÷åðíèé

÷àé. Îêàçàëîñü, ÷òî îñòàâøèåñÿ ïî-ïðåæíåìó èìåëè îäèíàêîâîå ÷èñëî çíàêîìûõ ñðåäè

îñòàâøèõñÿ â çàëå. Äîêàæèòå,÷òî ñðåäè óøåäøèõ áûëè çíàêîìûå äðóã ñ äðóãîì.

12. Êîìáèíàòîðèêà�2. 9 èþëÿ

1. Ñêîëüêî ðàçíûõ ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêîé áóêâ â ñëîâå

à) Ê�ÞÊ;

á) Ê�ÎÊÎÄÈË;

â) Ê�ÎÊÎÄÈËÎÎÁ�ÀÇÍÛÉ?

2. Ñêîëüêî ðàçíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç òð¼õ åäèíèö, òð¼õ äâîåê è

òð¼õ íóëåé?

3. Ïðîâîäèòñÿ òóðíèð, â êîòîðîì ó÷àñòâóåò 2025 êîìàíä. Â ñëåäóþùèé òóð âûõîäÿò

êîìàíäû, çàíÿâøèå ïåðâûå òðè ìåñòà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû

ýòè òðè êîìàíäû? ×åòûðå? À k êîìàíä èç ó÷àñòâóþùèõ n (0 6 k 6 n)?

4. Â ãðóïïå 6 êëàññà çàíèìàþòñÿ 4 äåâî÷åê è 12 ìàëü÷èêîâ. Äëÿ ó÷àñòèÿ â òóðíèðå

íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç 6 ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ýòî ñäåëàòü,

åñëè

à) â êîìàíäó äîëæíû âõîäèòü òîëüêî ìàëü÷èêè;

á) â êîìàíäó äîëæíû âõîäèòü âñå äåâî÷êè;

â) â êîìàíäå äîëæíî áûòü ïîðîâíó äåâî÷åê è ìàëü÷èêîâ;

ã) â êîìàíäå äîëæíî áûòü íå ìåíüøå äâóõ äåâî÷åê?

5. à) Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¼í ïëàí ãîðîäà, ðàçáèòîãî íà

ïðÿìîóãîëüíûå êâàðòàëû. Ïåøåõîä õî÷åò ïðîéòè èç ïóíêòà A â

ïóíêò B êðàò÷àéøèì ïóò¼ì. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè îí

ñìîæåò ýòî ñäåëàòü?

á) Òîò æå âîïðîñ, åñëè ïåøåõîä íå õî÷åò ïî ïóòè ïðîõîäèòü ÷åðåç

òî÷êó C.

6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè íà âåðøèíàõ äàííîãî âûïóêëîãî 2025-óãîëüíèêà ìîæíî

ïîñòðîèòü:

à) âûïóêëûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ;
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á) ÷åòûð¼õçâåííûõ çàìêíóòûõ ëîìàíûõ? (Íàïîìíèì, âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê

ñîäåðæèò âñå ñâîè äèàãîíàëè).

7. ×åëîâåê èìååò 6 äðóçåé è â òå÷åíèå 5 äíåé ïðèãëàøàåò ê ñåáå â ãîñòè êàêèõ-òî

òðîèõ èç íèõ òàê, ÷òîáû êîìïàíèÿ íè ðàçó íå ïîâòîðÿëàñü. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí

ìîæåò ýòî ñäåëàòü?

8. à) Â êëàññå 10 ìàëü÷èêîâ è 10 äåâî÷åê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò îáðàçîâàòü

10 òàíöåâàëüíûõ ïàð, ãäå ìàëü÷èê òàíöóåò ñ äåâî÷êîé?

á) Â êëàññå 20 ÷åëîâåê. Êàæäûé äåíü äåæóðÿò äâîå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî

ñîñòàâèòü ãðà�èê äåæóðñòâ íà 10 äíåé, ÷òîáû íèêòî íå äåæóðèë äâàæäû?

â) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü 20 ÷åëîâåê íà ïàðû?

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà ¾ïåðåøååê¿, ÷òîáû âñå 4

áóêâû ¾å¿ íå ñòîÿëè ïîäðÿä?

10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñëà îò 1 äî 30

òàê, ÷òîáû èõ ñóììà äåëèëàñü íà 3?

11. Óëèòêà äîëæíà ïðîïîëçòè âäîëü ëèíèé êëåò÷àòîé áóìàãè ïóòü äëèíû 10, íà÷àâ è

çàêîí÷èâ ñâîé ïóòü â îäíîì è òîì æå óçëå ñåòêè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíà ìîæåò ýòî

ñäåëàòü?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

12. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 10 × 10 ïüÿíûé êîðîëü ìîæåò õîäèòü íà îäíó êëåòêó ââåðõ,

âïðàâî èëè âïðàâî-ââåðõ ïî äèàãîíàëè, íî íå ìîæåò äåëàòü äâà õîäà ïîäðÿä â îäíîì

íàïðàâëåíèè. Îí ïðîø¼ë èç ëåâîãî íèæíåãî â ïðàâûé âåðõíèé óãîë çà ìèíèìàëüíîå

âîçìîæíîå äëÿ íåãî ÷èñëî õîäîâ. Ñêîëüêî åñòü ðàçíûõ ìàðøðóòîâ äëÿ òàêîãî ïîäâèãà?

13. Êàðóñåëü ñîñòîèò èç 33 îäèíàêîâûõ ñåðûõ ñèäåíèé, ðàñïîëîæåííûõ ïî êðóãó.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðàñèòü 4 ñèäåíüÿ â êðàñíûé öâåò òàê, ÷òîáû íå áûëî

äâóõ êðàñíûõ ñèäåíèé ïîäðÿä?

14. Â ÿçûêå ïëåìåíè ÓÛ âñåãî äâå áóêâû: Ó è Û. Ñëîâîì ñ÷èòàåòñÿ ëþáàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 2n áóêâ Ó è 2n áóêâ Û (÷èñëî n äàíî è �èêñèðîâàíî).

ßçûêîâåäû íàçûâàþò ñëîâà ïîõîæèìè, åñëè îäíî ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî îäíîé

ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñîñåäíèõ áóêâ Ó è Û. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñëîâ ìîæíî

âûïèñàòü íà äîñêó òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà èç âûïèñàííûõ ñëîâ íå áûëè ïîõîæè?

Â çàïèñè îòâåòà äîïóñòèìû òîëüêî ÷åòûðå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè, âîçâåäåíèå â

ñòåïåíü, âçÿòèå �àêòîðèàëà è ñòàíäàðòíûõ êîìáèíàòîðíûõ âåëè÷èí, òàì íå äîëæíî

ñîäåðæàòüñÿ ìíîãîòî÷èé è ÷èñëî èñïîëüçîâàííûõ îïåðàöèé íå äîëæíî çàâèñåòü îò n.
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13. Öåëî÷èñëåííûå íåðàâåíñòâà. 9 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Âèííè-Ïóõ, Ñîâà, Êðîëèê è Ïÿòà÷îê ñúåëè 70 áàíàíîâ, ïðè÷åì êàæäîìó äîñòàëîñü

õîòÿ áû ïî îäíîìó áàíàíó. Âèííè-Ïóõ ñúåë áîëüøå, ÷åì êàæäûé èç îñòàëüíûõ; Ñîâà è

Êðîëèê âìåñòå ñúåëè 45 áàíàíîâ. Ñêîëüêî áàíàíîâ ñúåë Ïÿòà÷îê?

2) Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b èçâåñòíî, ÷òî a + 3b äåëèòñÿ íà 777 è 2a + b äåëèòñÿ

íà 777. Äîêàæèòå, ÷òî a+ b > 777.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äâå êðàéíå ïîëåçíûå èäåè:

Èäåÿ 1. Åñëè a > b, ïðè ýòîì a, b� öåëûå ÷èñëà, òî äàííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî

íåðàâåíñòâó a > b+ 1.

Èäåÿ 2. Åñëè a äåëèòñÿ íà ÷èñëî b, òî a > b.

Çàäà÷è

1. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî ab
.

.

. 8c, bc
.

.

. 9a, ac
.

.

. 10b. Äîêàæèòå, ÷òî
abc > 720.

2. Ïî èòîãàì ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû âîñåìü ó÷àñòíèêîâ ïîëó÷èëè 97 êíèã. Çà

áîëåå âûñîêîå ìåñòî äàâàëè áîëüøå êíèã. Èçâåñòíî, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè ïîëó÷èëè ðàçíîå

÷èñëî êíèã, ïðè÷åì çà ïîñëåäíèå äâà ìåñòà êíèã áûëî âðó÷åíî áîëüøå, ÷åì çà ïåðâîå

ìåñòî. Ñêîëüêî êíèã ïîëó÷èë êàæäûé èç âîñüìè ó÷àñòíèêîâ? Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ è

ïîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî (n+1)(n+2)(n+3)(n+4) äåëèòñÿ
íà 1000.

4. Ñðåäè 20 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü 11 ÷èñåë, êðàòíûõ 13 è 13 ÷èñåë,

êîòîðûå êðàòíû 11. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü ÷èñëî, êîòîðîå áîëüøå 500.

5. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî ÷èñëî a+1

b
+ b+1

a
ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(a, b)2 6 a+ b.

14. Äåðåâüÿ. 10 èþëÿ

Îïðåäåëåíèÿ. Öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûé ïóòü ïî ð¼áðàì ãðà�à áåç

ïîâòîðÿþùèõñÿ ð¼áåð. Ïðîñòûì öèêëîì íàçûâàåòñÿ öèêë áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ

âåðøèí. Ñâÿçíûé ãðà� íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè â í¼ì îòñóòñòâóþò öèêëû. �ðà�

(íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûé), â êîòîðîì îòñóòñòâóþò öèêëû, íàçûâàåòñÿ ëåñîì. Âåðøèíà

ãðà�à, ñòåïåíü êîòîðîé ðàâíà îäíîìó, íàçûâàþòñÿ âèñÿ÷åé.

Îïðåäåëåíèå. Ñêåëåòîì (îñòîâíûì äåðåâîì) ñâÿçíîãî ãðà�à íàçûâàåòñÿ ïîäãðà�

èñõîäíîãî ãðà�à ñ òåì æå íàáîðîì âåðøèí, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
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Óòâåðæäåíèÿ

• Åñëè â äåðåâå áîëåå îäíîé âåðøèíû, òî â í¼ì åñòü äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû.

• Åñëè èç äåðåâà âûêèíóòü ëþáîå ðåáðî, òî îíî ïåðåñòàíåò áûòü ñâÿçíûì.

• Â äåðåâå íà n âåðøèíàõ ðîâíî n− 1 ðåáðî.

• Èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðà�à ìîæíî âûêèíóòü íåñêîëüêî ð¼áåð (âîçìîæíî, íè îäíîãî)

òàê, ÷òî îñòàíåòñÿ äåðåâî. Â ëþáîì ñâÿçíîì ãðà�å íà n âåðøèíàõ èìååòñÿ êàê

ìèíèìóì n− 1 ðåáðî.

Çàäà÷è

1. Ñòåïåíè âåðøèí äåðåâà ðàâíû 5, 4, 3, 2, 1, 1, . . . , 1. Ñêîëüêî â ýòîì ãðà�å âèñÿ÷èõ

âåðøèí?

2. Âàñÿ íàðèñîâàë íà äîñêå 8 ãðà�îâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ øåñòüþ

âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü äâà ¾îäèíàêîâûõ¿ (èçîìîð�íûõ).

3. Ñêîëüêî îñòîâíûõ äåðåâüåâ èìååò ãðà�, èçîáðàæåííûé íà

ðèñóíêå?

4. Ìîæíî ëè ðàñêðàñèòü ð¼áðà êóáà â ñèíèé è êðàñíûé öâåòà

òàê, ÷òîáû ð¼áðà êàæäîãî öâåòà îáðàçîâûâàëè ñâÿçíûé ãðà�,

ïðîõîäÿùèé ïî âñåì âåðøèíàì?

5. Êàæäàÿ ãðàíü êóáèêà ðàçáèòà íà 4 êâàäðàòà. Íåêîòîðûå ñòîðîíû ýòèõ êâàäðàòîâ

ðàñêðàñèëè â êðàñíûé öâåò � âñåãî 26 ñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè êóáèêà

íàéä¼òñÿ çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ èç êðàñíûõ îòðåçêîâ.

6. à) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðà�à ìîæíî âûêèíóòü îäíó âåðøèíó ñî

âñåìè âûõîäÿùèìè èç íåå ð¼áðàìè òàê, ÷òîáû îí îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

á) Â ñâÿçíîì ãðà�å åñòü âåðøèíà ñòåïåíè n. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðà�å ìîæíî

âûäåëèòü n âåðøèí òàê, ÷òîáû ïðè óäàëåíèè ëþáîãî íàáîðà èç ýòèõ âåðøèí, ãðà�

îñòàâàëñÿ ñâÿçíûì.

7. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû äåðåâà ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå

ñîñåäíèå âåðøèíû áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

8. Â ñòðàíå 15 ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû àâèàëèíèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè

òð¼ì àâèàêîìïàíèÿì. Èçâåñòíî, ÷òî äàæå åñëè ëþáàÿ èç àâèàêîìïàíèé ïðåêðàòèò

ïîë¼òû, ìîæíî áóäåò äîáðàòüñÿ èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé, ïîëüçóÿñü

îñòàâøèìèñÿ àâèàëèíèÿìè. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî àâèàëèíèé ìîæåò áûòü â

ýòîé ñòðàíå?

9. Â ñâÿçíîì ãðà�å n âåðøèí è 2n − 1 ð¼áåð. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòîãî ãðà�à ìîæíî
âûêèíóòü âñå ð¼áðà íåêîòîðîãî öèêëà òàê, ÷òîáû îí îñòàëñÿ ñâÿçíûì.
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10. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ, íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèìè

áåñïîñàäî÷íûìè àâèàëèíèÿìè, ïðè÷¼ì èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ ñàìîëåòîì

äî ëþáîãî äðóãîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Ìèíèñòåðñòâî ðåãèîíàëüíîé ïîëèòèêè

ðàññìàòðèâàåò âñå âîçìîæíûå ïðîåêòû ðàçáèåíèÿ ñòðàíû íà 3 ðåñïóáëèêè òàê, ÷òî

íèêàêèå äâà ãîðîäà èç îäíîé ðåñïóáëèêè íå ñîåäèíåíû àâèàëèíèåé. Äîêàæèòå, ÷òî

êîëè÷åñòâî òàêèõ ïðîåêòîâ íå ïðåâîñõîäèò 3 · 299.

Âíóòðåííèé ìàòáîé Ì6 (ãðóïïà 1). 10 èþëÿ

1. Íà äîñêå 100×100 ëåæèò 800 �èãóðîê �-òåòðàìèíî òàê, ÷òî îíè íå ïåðåêðûâàþòñÿ,
è ëþáàÿ òàêàÿ �èãóðêà çàíèìàåò ðîâíî 4 êëåòêè äîñêè (�èãóðêè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü

è ïåðåâîðà÷èâàòü). Äîêàæèòå, ÷òî íà äîñêó ìîæíî ïîëîæèòü åù¼ õîòÿ áû îäíó �èãóðêó

�-òåòðàìèíî òàê, ÷òîáû îíè âñå åù¼ íå ïåðåêðûâàëèñü.

2. Â ðÿä ðàñïîëîæåíî 100 ìîíåò. Èçíà÷àëüíî ïåðâûå 50 ìîíåò ëåæàò îðëîì ââåðõ, à

îñòàëüíûå � ðåøêîé. Àíÿ è Âàíÿ õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò Àíÿ. Çà îäèí õîä Àíÿ

ìîæåò âûáðàòü äâå ñîñåäíèå ìîíåòû, îäíà èç êîòîðûõ ëåæèò îðëîì ââåðõ, à äðóãàÿ �

ðåøêîé, è ïåðåâåðíóòü îáå ýòè ìîíåòû. Âàíÿ çà ñâîé õîä ìîæåò âûáðàòü äâå ñîñåäíèå

ìîíåòû, îáå ëåæàùèå îðëîì ââåðõ èëè îáå ëåæàùèå ðåøêîé ââåðõ, è ïåðåâåðíóòü èõ.

Åñëè êàêîé-òî èç èãðîêîâ íå ìîæåò ñäåëàòü ñâîé õîä, èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ. Âàíÿ õî÷åò,

÷òîáû â êàêîé-íèáóäü ìîìåíò âñå ìîíåòû îêàçàëèñü ðåøêîé ââåðõ. Ìîæåò ëè îí èãðàòü

òàê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî äîáèòüñÿ æåëàåìîãî?

3. Íà âå÷åðèíêå ïðèñóòñòâîâàëè 2021 ÷åëîâåê, íåêîòîðûå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ äðóçüÿìè.

Íàçîâ¼ì ïîïóëÿðíîñòüþ ÷åëîâåêà ðàçìåð íàèáîëüøåé ãðóïïû ëþäåé, â êîòîðóþ îí

âõîäèò, òàêîé, ÷òî ëþáûå äâîå èç ýòîé ãðóïïû äðóæàò ìåæäó ñîáîé. Åñëè ó ÷åëîâåêà

íåò äðóçåé íà âå÷åðèíêå, åãî ïîïóëÿðíîñòü ðàâíà åäèíèöå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî

ðàçëè÷íûõ ïîïóëÿðíîñòåé ìîæåò áûòü ó ïðèñóòñòâóþùèõ íà âå÷åðèíêå?

4. Ïóñòü p1 < p2 < . . . < pk � k íàèìåíüøèõ íå÷¼òíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë (p1 = 2, p2 = 3,
p3 = 5 è ò.ä.), è N = p1 ·p2 · . . . ·pk. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî N ðîâíî

N
2
÷èñåë

èìåþò íå÷¼òíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ pk.

5. Âàñÿ âûáðàë 800 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, è

ðàññòàâèë èõ ïî êðóãó. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ

íå äåëèòñÿ íà ñëåäóþùåå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ÷èñëî.

6. Ó Îëè åñòü n ãèðåê, ìàññà êàæäîé èç êîòîðûõ íàòóðàëüíîå ÷èñëî ãðàììîâ, à

ñóììàðíàÿ ìàññà � 2021 ãðàìì. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ãèðüêè îáÿçàòåëüíî ìîæíî

ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ãðóïï ñ ðàâíûìè ìàññàìè?

7. Â Àçêàáàíå 2021 êàìåðà. Êàìåðû ðàñïîëîæåíû â ðÿä 1 × 2021. Â ïåðâîé (ñàìîé

ëåâîé) êàìåðå ñèäÿò 100 óçíèêîâ, à â îñòàâøèõñÿ êàìåðàõ � ïî îäíîìó óçíèêó. Óçíèêè
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õîòÿò ñáåæàòü èç Àçêàáàíà è äëÿ ýòîãî ëîìàþò ñòåíû ìåæäó êàìåðàìè, à èç ïîñëåäíåé

êàìåðû (ñàìîé ïðàâîé) � ñòåíó íàðóæó. �îâíî â ïîëíî÷ü êàæäûé óçíèê íà÷èíàåò

ëîìàòü ñòåíó ìåæäó êàìåðîé, â êîòîðîé îí íàõîäèòñÿ, è ñëåäóþùåé çà íåé ñïðàâà

êàìåðîé. À óçíèê â ñàìîé ïðàâîé êàìåðå ëîìàåò ñòåíó íàðóæó. Åñëè óçíèêè ñëîìàëè

ñòåíó, òî îíè ìãíîâåííî ïåðåìåùàþòñÿ â ñëåäóþùóþ êàìåðó è íà÷èíàþò ëîìàòü ñòåíó

òàì. Âñå óçíèêè ðàáîòàþò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 1 ñòåíà â ÷àñ. Âñå óçíèêè îêàçàëèñü

íà ñâîáîäå ÷åðåç

m
n
÷àñîâ. Íàéäèòå m+ n, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äðîáü m

n
íåñîêðàòèìà.

8. Íà äîñêå íàïèñàíî 10-çíà÷íîå ÷èñëî. Çà îäíó îïåðàöèþ ÷èñëî íà äîñêå óìíîæàþò

íà 6 è ñòèðàþò åãî ïåðâóþ öè�ðó. ×åðåç íåñêîëüêî îïåðàöèé íà äîñêå îêàçàëîñü ÷èñëî,

ðàâíîå èñõîäíîìó. Äîêàæèòå, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà 1024.

Âíóòðåííèé ìàòáîé Ì6 (ãðóïïà 2). 10 èþëÿ

1. Ïÿòü ìàëü÷èêîâ è ïÿòü äåâî÷åê ñîáðàëè 100 ãðèáîâ. Ïðè ýòîì äåâî÷êè ñîáðàëè

ïî ðàçëè÷íîìó êîëè÷åñòâó ãðèáîâ, à êàæäûå òðè ìàëü÷èêà ñîáðàëè âìåñòå íå ìåíåå

45 ãðèáîâ. Ñêîëüêî ãðèáîâ ñîáðàë êàæäûé, åñëè ó ëþáûõ äâóõ ãðèáíèêîâ êîëè÷åñòâà

ñîáðàííûõ èìè ãðèáîâ îòëè÷àþòñÿ íå áîëüøå, ÷åì â 5 ðàç?

2. Âàñÿ è Ïåòÿ èãðàþò â òàêóþ èãðó. Íà ñòîëå ëåæèò äâå êó÷è ïî 100 êàìíåé â êàæäîé.

Âàñÿ íà÷èíàåò. Ñâîèì õîäîì îí ìîæåò âçÿòü ïîëîâèíó êàìíåé èç ëþáîé êó÷è ñ ÷åòíûì

÷èñëîì êàìíåé (åñëè âî âñåõ êó÷àõ íå÷åòíîå ÷èñëî êàìíåé, òî îí ïðîïóñêàåò õîä). Ïåòÿ

ñâîèì õîäîì ìîæåò âçÿòü îäèí êàìåíü èç ëþáîé êó÷è. Âûèãðûâàåò òîò, êòî îñòàâèò â

îäíîé èç êó÷ ðîâíî 1 êàìåíü. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

3. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 9 × 9. Áóäåì íàçûâàòü êîðàáëåì �èãóðó, ñîñòîÿùóþ èç

íåñêîëüêèõ êëåòîê, îáðàçóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèê 1 × 1, 1 × 2, 1 × 3 èëè 1 × 4. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî êîðàáëè ðàñïîëîæåíû õîðîøî, åñëè íèêàêèå äâà êîðàáëÿ íå ñîäåðæàò

ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå èëè óãëó êëåòîê. Êàêîå íàèìåíüøåå ñóììàðíîå ÷èñëî êëåòîê ìîãóò

ñîäåðæàòü íåñêîëüêî õîðîøî ðàñïîëîæåííûõ êîðàáëåé, åñëè ïðè äîáàâëåíèè ê íèì

ëþáîãî êîðàáëÿ ðàñïîëîæåíèå ïåðåñòàíåò áûòü õîðîøèì?

4. Â êîëîäå 36 êàðò: ïî 9 êàðò êàæäîé èç 4 ìàñòåé. Ýòó êîëîäó ðàçäàëè íà øåñòåðûõ

èãðîêîâ (íå îáÿçàòåëüíî ïîðîâíó, íî êàæäîìó õîòÿ áû ïî îäíîé êàðòå). Îêàçàëîñü, ÷òî

íèêàêèå äâîå èãðîêîâ íå ìîãóò èç ðîçäàííûõ èì êàðò âûáðàòü 4 êàðòû ðàçíûõ ìàñòåé.

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ëèáî åñòü èãðîê, ó êîòîðîãî âñå êàðòû èìåþò îäíó ìàñòü, ëèáî

åñòü ìàñòü, êàðòû êîòîðîé åñòü ó âñåõ èãðîêîâ.

5. Íà ñòîëå ëåæàò 9 ìîíåò, øåñòü èç íèõ ëåæàò ¾îðëîì¿ ââåðõ, îñòàëüíûå � ¾îðëîì¿

âíèç. Âàñÿ çà ïåðâûé õîä ìîæåò ïåðåâåðíóòü âîñåìü ìîíåò, çà âòîðîé � ñåìü, çà

òðåòèé � øåñòü, è ò. ä., çà âîñüìîé � îäíó ìîíåòó. Âàñÿ äåéñòâîâàë òàê, ÷òî â êîíöå

âñå ìîíåòû ëåãëè îäèíàêîâî. Ïîêàæèòå, êàê îí ìîã äåéñòâîâàòü.
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6. Íà îñòðîâå æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà

ëãóò. Âñòðåòèëèñü òðè îñòðîâèòÿíèíà: Ïåòÿ, Âàñÿ è Òîëÿ. Ïåòÿ ñêàçàë: ¾Ìû âñå ëæåöû¿.

Âàñÿ íà ýòî åìó îòâåòèë: ¾Íåò, òîëüêî òû¿. Êòî òàêîé Òîëÿ � ðûöàðü, èëè ëæåö?

7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî a − b äåëèòñÿ íà

íàòóðàëüíîå ÷èñëî 3b− a. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà è ÷èñëî 2b äåëèòñÿ íà 3b− a.

8. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëà çàïèñàëè îäíî ðÿäîì ñ äðóãèì.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 1001.

15. �àñêðàñêè. 12 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Â ðÿä ñòîÿò 40 øåñòèêëàññíèêîâ. Êèðèëë Âÿ÷åñëàâîâè÷ âûáèðàåò äâóõ øêîëüíèêîâ,

ñòîÿùèõ ÷åðåç îäíîãî, è ìåíÿåò èõ ìåñòàìè. Îí õî÷åò ïåðåñòàâèòü äåòåé â îáðàòíîì

ïîðÿäêå. Ïîëó÷èòñÿ ëè ó íåãî âûïîëíèòü ñâî¼ æåëàíèå?

2) Èç øàõìàòíîé äîñêè âûðåçàëè êëåòêè a1 è h8. Âîçìîæíî ëè îñòàâøóþñÿ äîñêó

ðàçáèòü íà äîìèíîøêè?

3) Âîçìîæíî ëè çàìîñòèòü êâàäðàò 6× 6 çàìîñòèòü �-òåòðàìèíî?

Çàäà÷è

1. Ìîæíî ëè èç 13 êèðïè÷åé 1 × 1 × 2 ñëîæèòü êóá 3 × 3 × 3 ñ äûðêîé 1 × 1 × 1 â

öåíòðå?

2.Íà ñòîëå ëåæàò 100 êàðòî÷åê ñ ÷èñëàìè. Àíäðåé è Äèìà ïî î÷åðåäè áåðóò êàðòî÷êó ñ

îäíîãî èç êðà¼â ðÿäà. Êîãäà êàðòî÷êè ðàçîáðàíû êàæäûé ìàëü÷èê âû÷èñëÿåò ñóììó íà

ñâîèõ êàðòî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî Àíäðåé, êîòîðûé íà÷èíàåò õîäèòü, ñìîæåò ïîëó÷èòü

â êîíöå ñóììó íå ìåíüøå, ÷åì Äèìà.

3. Êâàäðàò 1000×1000 çàïîëíÿþò ÷èñëàìè îò 1 äî ìèëëèîíà: â êàêîé-òî êëåòêå ïèøóò
1, â ñîñåäíåé ïî ñòîðîíå êëåòêå � 2, â ñîñåäíåé ïî ñòîðîíå ñ ÷èñëîì 2 ïèøóò 3, è ò.ä.

Àíäðåé âûðåçàë ÷åòûð¼õêëåòî÷íóþ �èãóðêó, ñóììà ÷èñåë â êîòîðîé ðàâíà 2025. Êàêóþ

�îðìó èìååò ýòà ÷åòûð¼õêëåòî÷íàÿ �èãóðà?

4. Êîíöû N õîðä ðàçäåëèëè îêðóæíîñòü íà 2N äóã åäèíè÷íîé äëèíû. Èçâåñòíî, ÷òî

êàæäàÿ èç õîðä äåëèò îêðóæíîñòü íà äâå äóãè ÷¼òíîé äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî N

÷¼òíî.

5. Íà êàæäîé êëåòêå äîñêè ðàçìåðîì 9× 9 ñèäèò æóê. Ïî ñâèñòêó êàæäûé èç æóêîâ
ïåðåïîëçàåò â îäíó èç ñîñåäíèõ ïî äèàãîíàëè êëåòîê. Ïðè ýòîì â íåêîòîðûõ êëåòêàõ

ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå îäíîãî æóêà, à íåêîòîðûå êëåòêè îêàæóòñÿ íåçàíÿòûìè.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ýòîì íåçàíÿòûõ êëåòîê áóäåò íå ìåíüøå 9.
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6. Íà êëåò÷àòîì ëèñòêå âûáðàíî 2024 êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü 506 èç

íèõ òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå êëåòêè íå áûëè ñîñåäÿìè ïî ñòîðîíå èëè óãëó.

7. Íåêîòîðóþ �èãóðêó ñëîæèëè èç ïðÿìîóãîëüíè÷êîâ 1× 9 è êâàäðàòîâ 3× 3. Îäèí
ïðÿìîóãîëüíè÷åê èç ýòîãî íàáîðà ïîòåðÿëè è çàìåíèëè íà êâàäðàò. Äîêàæèòå, ÷òî

òåïåðü òó æå �èãóðó ñëîæèòü íå ïîëó÷èòñÿ.

8. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 12 ëàìïî÷åê. �àçðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî ïîìåíÿòü

ïîëîæåíèå òð¼õ ïîäðÿä èäóùèõ (âêëþ÷èòü âûêëþ÷åííûå è íàîáîðîò). Äîêàæèòå, ÷òî

åñëè èçíà÷àëüíî ãîðåëà ðîâíî îäíà ëàìïî÷êà, òî òîëüêî òàêèìè îïåðàöèÿìè íåëüçÿ

çàæå÷ü èõ âñå îäíîâðåìåííî.

9. Â êâàäðàòå 7× 7 êëåòîê ðàçìåùåíî 16 ïëèòîê ðàçìåðîì 1× 3 è îäíà ïëèòêà 1× 1.
Äîêàæèòå, ÷òî ïëèòêà 1×1 ëèáî ëåæèò â öåíòðå, ëèáî ïðèìûêàåò ê ãðàíèöàì êâàäðàòà.

10. Êâàäðàò 11 × 11 ðàçðåçàëè íà Z-òåòðàìèíî è åäèíè÷íûå êâàäðàòèêè. Êàêîå

íàèìåíüøåå ÷èñëî åäèíè÷íûõ êâàäðàòèêîâ ìîæåò áûòü â òàêîì ðàçðåçàíèè?

11. Õðîìàÿ ëàäüÿ îáîøëà âñþ øàõìàòíóþ äîñêó ïî çàìêíóòîìó ìàðøðóòó, ïîáûâàâ

íà êàæäîé êëåòêå ðîâíî ïî ðàçó. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî õîäîâ ïî ãîðèçîíòàëè íå ðàâíî

÷èñëó õîäîâ ïî âåðòèêàëè.

16. Äåëèìîñòü�4. 12 èþëÿ

Òåîðåìà (îñíîâíàÿ òåîðåìà àðè�ìåòèêè; ÎÒÀ).Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a 6= 1
åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿòî÷íûì (ïîëíûì) êâàäðàòîì, åñëè

íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêîå, ÷òî n = k2.

Ìóäðûå �àêòû

• Ëþáîå íàòóðàëüíîãî ÷èñëî a ëåæèò ìåæäó äâóìÿ êâàäðàòàìè, òî åñòü äëÿ ëþáîãî

a íàéäåòñÿ n, ÷òî n2 6 a < (n+ 1)2.

• Åñëè n2 < a < (n+ 1)2, òî a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.

• Êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà íå÷¼òíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ

òî÷íûì êâàäðàòîì.

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåíüþ âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p â íàòóðàëüíîå ÷èñëî n áóäåì

íàçûâàòü íàèáîëüøåå òàêîå k, ÷òî n äåëèòñÿ íà pk. Îáîçíà÷àòü äëÿ êðàòêîñòè áóäåì

νp(n) (ýòî ãðå÷åñêàÿ áóêâà �íþ�).
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Åù¼ ìóäðûå �àêòû

• νp(a + b) > min{νp(a), νp(b)}, ïðè÷¼ì νp(a + b) = min{νp(a), νp(b)}, òîëüêî åñëè
νp(a) 6= νp(b).

• νp(ab) = νp(a) + νp(b).

• Åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà b, òî νp(a) > νp(b).

• νp(ÍÎÄ(a, b)) = min{νp(a), νp(b)}.

• νp(ÍÎÊ(a, b)) = max{νp(a), νp(b)}.

Çàäà÷è

1. Íàéäèòå ðåøåíèå ðåáóñà ÀÁ·Â�=ÄÄÅÅ.

2. Ïðè êàêèõ n ÷èñëî (n− 1)! äåëèòñÿ íà n?

3. Âñå ïðîñòûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå ïðîñòîãî ÷èñëà p, ðàçáèëè íà äâå ãðóïïû

è íàøëè ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë â êàæäîé èç ãðóïï, ïîñëå ÷åãî èç áîëüøåãî

ïðîèçâåäåíèÿ âû÷ëè ìåíüøåå. Ýòà ðàçíîñòü îêàçàëàñü ìåíüøå p. Äîêàæèòå, ÷òî îíà

ðàâíà 1.

4. �åøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå n! + 57 = k2.

5. a, b è c � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî a3 äåëèòñÿ íà b, b3 äåëèòñÿ íà c, à c3 äåëèòñÿ

íà a. Äîêàæèòå, ÷òî (a+ b+ c)13 äåëèòñÿ íà abc.

6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ñóììà

a2

b
+ b2

a
öåëàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îáà

ñëàãàåìûõ öåëûå.

7. Âçàèìíî ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

ab = ac+ bc. Äîêàæèòå, ÷òî abc � òî÷íûé êâàäðàò.

8. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ n! + 3n2
� êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

9. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b, ÷òî (2a+2b)!−ab ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì

êâàäðàòîì.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è d â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

a, a+ d, a+ 2d, . . . , a+ nd, . . . íàéäóòñÿ 100 ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ

êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

11. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n! ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé äâîéêè ëèøü
äëÿ êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé n.

12. Ïåòÿ âûïèñàë íà äîñêó íàòóðàëüíîå ÷èñëî N . Êàæäóþ ìèíóòó îí áåðåò ÷èñëî M ,

ïîëó÷åííîå èç N ïåðåìåùåíèåì ïåðâîé öè�ðû ÷èñëà N â êîíåö, à çàòåì âìåñòî N íà
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äîñêó çàïèñûâàåò ÷èñëî N+M . Ìîã ëè îí ÷åðåç íåêîòîðîå íåíóëåâîå êîëè÷åñòâî øàãîâ

ïîëó÷èòü ÷èñëî, êîòîðîå ïðè óâåëè÷åíèè íà 3 áóäåò íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ ÷èñëà 2025?

�ðóïïîâîå çàíÿòèå 2. Èçîìîð�èçì çàäà÷. 13 èþëÿ

�àçáåéòå çàäà÷è íà ãðóïïû ýêâèâàëåíòíûõ è ðåøèòå îäíó èç êàæäîé ãðóïïû.

1. Íà ÷óäî-äåðåâå ðàñòåò 10 àïåëüñèíîâ è 9 áàíàíîâ. Êàæäûé äåíü ñàäîâíèê ñíèìàåò

ñ äåðåâà ðîâíî äâà �ðóêòà. Ïðè÷¼ì, åñëè îí ñíèìàåò îäèíàêîâûå �ðóêòû, òî íà äåðåâå

ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé áàíàí, à åñëè ðàçíûå � íîâûé àïåëüñèí. Â êîíöå êîíöîâ íà äåðåâå

îñòàíåòñÿ îäèí �ðóêò. Êàêîé?

2. Íà ñòîëå â ðÿä âûñòàâëåíû 11 øàøåê. Îëåã è Àðò¼ì ïî î÷åðåäè çàáèðàþò ëèáî îäíó

øàøêó, ëèáî äâå ðÿäîì ñòîÿùèå. Âûèãðûâàåò òîò, êòî çàáåðåò ïîñëåäíþþ. Íà÷èíàåò

Îëåã. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

3. Èìååòñÿ äâå êó÷êè 9 êàìíåé è 10 êàìíåé. Çà îäèí õîä ìîæíî âçÿòü ñêîëüêî óãîäíî

êàìíåé èç ëþáîé (íî òîëüêî îäíîé) êó÷êè. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü

õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

4. Íà äîñêå âûïèñàíû âñå ÷èñëà îò 1 äî 97. �ðèøà ðàññòàâëÿåò ìåæäó íèìè çíàêè

¾+¿ è ¾�¿ òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëñÿ íîëü. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü?

5. Íà ïðÿìîé îòìåòèëè íåñêîëüêî òî÷åê. Ïîñëå ýòîãî ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ

ñîñåäíèìè òî÷êàìè îòìåòèëè åù¼ ïî òî÷êå. Òàêîå ¾óïëîòíåíèå¿ ïîâòîðèëè åùå ðàç.

Â ðåçóëüòàòå íà ïðÿìîé îêàçàëîñü îòìå÷åíî 97 òî÷åê. Ñêîëüêî òî÷åê áûëî îòìå÷åíî

ïåðâîíà÷àëüíî?

6. Íà øàõìàòíîé äîñêå ðàçìåðîì 10× 11 â ëåâîì íèæíåì óãëó ñòîèò �åðçü. Äâîå ïî

î÷åðåäè õîäÿò èì ââåðõ, ïðàâî èëè ââåðõ-âïðàâî ïî äèàãîíàëè (âëåâî è âíèç õîäèòü

íå ðàçðåøàåòñÿ). Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì ïîñòàâèò �åðçÿ â ïðàâûé âåðõíèé óãîë.

Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

7. Ïîñëå îáåäà Äàìèð âûøåë èç ñòîëîâîé è ðåøèë äâèãàòüñÿ âäîëü íåêîòîðîé ïðÿìîé.

Ñíà÷àëà îí ïåðåìåñòèëñÿ íà 1 øàã â êàêóþ-òî ñòîðîíó, çàòåì íà äâà øàãà, ïîòîì íà 3 è

ò.ä. Ñìîæåò ëè Äàìèð, ñäåëàâ â î÷åðåäíîé ðàç 97-é øàã, âåðíóòüñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó

(òî åñòü ñíîâà ïîïàñòü â ñòîëîâóþ)?

8. Íà äîñêå íàïèñàíû 11 ìèíóñîâ. Çà îäèí õîä ìîæíî èñïðàâèòü ëèáî îäèí, ëèáî äâà

ñîñåäíèõ ìèíóñà íà ïëþñû. Äâîå õîäÿò ïî î÷åðåäè. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò

ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

9. Íà øàõìàòíîé äîñêå ðàçìåðîì 10 × 11 â ëåâîì íèæíåì óãëó ñòîèò ëàäüÿ.

Äâîå ïî î÷åðåäè õîäÿò åþ ââåðõ èëè âïðàâî (âëåâî è âíèç õîäèòü íå ðàçðåøàåòñÿ).
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Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì ïîñòàâèò ëàäüþ â ïðàâûé âåðõíèé óãîë. Êòî âûèãðûâàåò

ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

10. Íà äîñêå íàïèñàíû 10 åäèíèö è 9 íóëåé. Çà îäèí õîä ìîæíî ñòåðåòü ëþáûå äâà

÷èñëà è, åñëè îíè áûëè îäèíàêîâûå, òî ïðèïèñàòü ê îñòàâøèìñÿ 0, à åñëè ðàçíûìè, òî

1. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî õîäîâ äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà äîñêå îñòàëàñü ðîâíî îäíà

åäèíèöà?

11. Ó �àëüøèâîìîíåò÷èêîâ �îãè è Ñåð¼ãè åñòü 97 ìîíåò íîìèíàëîì îò 1 äî 97

öåíòîâ. Îíè õîòÿò òàê ïîäåëèòü ìîíåòû, ÷òîáû íîìèíàëüíàÿ ñóììà öåíòîâ ó îáîèõ

áûëà îäèíàêîâà. Ñìîãóò ëè îíè ýòî ñäåëàòü?

12. Ìîæíî ëè ïðÿìîóãîëüíèê 6× 10 ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè 1× 4?

13. Èìååòñÿ äâå êó÷êè 9 êàìíåé è 10 êàìíåé. Çà îäèí õîä ìîæíî âçÿòü ñêîëüêî

óãîäíî êàìíåé èç ëþáîé êó÷êè èëè ïî îäèíàêîâîìó ÷èñëó êàìíåé èç êàæäîé êó÷êè.

Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

14. Â áó�åòå âûñòðîèëàñü î÷åðåäü çà ìîðîæåíûì. Òåðìèíàë çàâèñ, è â êàæäûé

ïðîìåæóòîê ìåæäó ñòîÿùèìè óñïåëî âëåçòü ïî ÷åëîâåêó. Ìîðîæåíîå åùå íå íà÷àëè

ïðîäàâàòü, è âî âñå ïðîìåæóòêè îïÿòü âëåçëî ïî ÷åëîâåêó. Â èòîãå ïðîäàëè 97

ñòàêàí÷èêîâ, è âñåì ñòîÿùèì äîñòàëîñü ïî îäíîìó. Ñêîëüêî ÷åëîâåê ñòîÿëè â î÷åðåäè

ïåðâîíà÷àëüíî?

15. Âî äâîðöå �àðàîíà Òóòàíõàìîíà êàæäàÿ êîìíàòà èìååò îäíó äâåðü, ÷åðåç êîòîðóþ

ìîæíî âîéòè â ýòó êîìíàòó è ïÿòü äâåðåé, ÷åðåç êîòîðûå ìîæíî âûéòè, ïîïàâ â äðóãóþ

êîìíàòó. Ñïóñòÿ ìíîãî ëåò ó÷åíûå îòêîïàëè ýòîò äâîðåö è âîøëè â åäèíñòâåííûé âõîä.

Ïîñëå ÷åãî îíè îáîøëè âñå êîìíàòû è îáíàðóæèëè, ÷òî 121 äâåðü îòêðûòü íåëüçÿ.

Ñêîëüêî êîìíàò îíè îáîøëè?

16. Ïåòÿ ñ ïàïîé ïîøëè â òèð. Óãîâîð áûë òàêîé: Ïåòÿ äåëàåò 5 âûñòðåëîâ, à çà

êàæäîå ñëåäóþùåå ïîïàäàíèå îí ïîëó÷àåò ïðàâî ñäåëàòü åù¼ äâà. Âñåãî áûëî ñäåëàíî

45 âûñòðåëîâ. Ñêîëüêî ðàç Ïåòÿ ïîïàë â öåëü?

17. Ñêîëüêî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç 11 öè�ð, åñëè èñïîëüçîâàòü

òîëüêî íóëè è åäèíèöû?

18. Íà ñòîëå ñòîÿò îäèííàäöàòü ñòàêàíîâ, ïåðåâ¼ðíóòûõ ââåðõ äíîì. �àçðåøàåòñÿ

âûáðàòü ÷åòûðå ëþáûõ ñòàêàíà è ïåðåâåðíóòü èõ (ò.å. åñëè ñòàêàí ñòîÿë ââåðõ äíîì,

òî îí ïåðåéä¼ò â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå, à åñëè îí áûë â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè, òî

ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ ââåðõ äíîì). Ìîæíî ëè ïðè ïîìîùè òàêèõ îïåðàöèé äîáèòüñÿ òîãî,

÷òîáû âñå ñòàêàíû ñòîÿëè â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè?

19. Â áîëüøîé êîðîáêå ëåæèò 5 êîðîáîê ìåíüøåãî ðàçìåðà, â ýòèõ ïÿòè êîðîáêàõ

âëîæåíû åù¼ êîðîáêè òàê, ÷òî â êàæäîé êîðîáêå êðîìå áîëüøîé ëèáî ëåæèò äâå
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êîðîáêè, ëèáî íè÷åãî íå ëåæèò. Âñåãî 45 êîðîáîê. Âî ñêîëüêèõ êîðîáêàõ ëåæèò ïî

äâå êîðîáêè?

20. Áîëåëüùèê ¾Ñïàðòàêà¿, èìåÿ äâà âåäðà ñ êðàñêîé (êðàñíîé è áåëîé) õî÷åò

ïîêðàñèòü çàáîð èç 11 äîñîê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ñìîæåò ýòî ñäåëàòü?

21. Íà äîñêå íàïèñàíû 11 ÷èñåë −1. �àçðåøàåòñÿ âûáðàòü ÷åòûðå ëþáûõ ÷èñëà

è êàæäîå óìíîæèòü íà −1 (ïðè ýòîì âìåñòî ýòèõ ÷èñåë çàïèñûâàåòñÿ ðåçóëüòàò

óìíîæåíèÿ). Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïåðàöèé äîáèòüñÿ, ÷òîáû íà äîñêå áûëî

çàïèñàíî ñåìü åäèíèö?

22. Â ãîðîäå Áîëüøèå Âàñþêè ðåøèëè ïðîâåñòè âûáîðû ìýðà. Äîãîâîðèëèñü, ÷òî

ðàáîòàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì: æåëàþùèå áàëëîòèðîâàòüñÿ â ìýðû, ñîáèðàþòñÿ ïî

5 ÷åëîâåê, çàòåì âûáèðàþò èç íèõ îäíîãî è èç âûáðàííûõ ñîáèðàþò ñíîâà êàêóþ-òî

ïÿòåðêó, ñðåäè êîòîðîé âûáèðàþò äîñòîéíîãî, êòî èä¼ò íà âûáîðû äàëüøå, è òàê äàëåå.

Âûáûâøèì íà êàêîì-òî ýòàïå íå ðàçðåøàåòñÿ ó÷àñòâîâàòü â äàëüíåéøèõ âûáîðàõ, íî

çàòî ïÿòåðêà ìîæåò âûäâèíóòü ñâîåãî ïðåäñòàâèòåëÿ â ëþáîé ìîìåíò. Êîãäà îñòàíåòñÿ

òîëüêî ïÿòü ïðåòåíäåíòîâ, îíè âûáèðàþò ñðåäè ýòîé ïÿòåðêè ìýðà. Îêàçàëîñü, ÷òî

áûëî 17 òóðîâ ãîëîñîâàíèé. Ñêîëüêî áûëî ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñò ìýðà?

17. Äâóäîëüíûå ãðà�û. 13 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. �ðà� íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû ìîæíî ðàñêðàñèòü

â äâà öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì, ò.å. òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå âåðøèíû, ñîåäèí¼ííûå

ðåáðîì, áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

1. Êàæäûé èç ó÷àùèõñÿ 6 êëàññà çíàåò íå ìåíüøå ïîëîâèíû ó÷àùèõñÿ 7 êëàññà, à

êàæäûé èç 7 � íå áîëüøå ïîëîâèíû 6. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èç ó÷àùèõñÿ 6 êëàññà

çíàåò ðîâíî ïîëîâèíó ó÷àùèõñÿ 7 êëàññà, à êàæäûé èç 7 êëàññà � ðîâíî ïîëîâèíó 6.

2.Ìîæíî ëè íà äîñêå 2025×2025 ðàññòàâèòü 825 êîíåé, òàê ÷òîáû êàæäûé áèë ÷åòûð¼õ

äðóãèõ?

3. Ó êóáà îòìå÷åíû âåðøèíû è öåíòðû ãðàíåé, à òàêæå ïðîâåäåíû äèàãîíàëè âñåõ

ãðàíåé. Ìîæíî ëè ïî îòðåçêàì ýòèõ äèàãîíàëåé îáîéòè âñå îòìå÷åííûå òî÷êè, ïîáûâàâ

â êàæäîé èç íèõ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?

4. Äåä Ìîðîç ïðèí¼ñ íà ¼ëêó ìåøîê ñ ïîäàðêàìè. Èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîäàðêîâ â

ìåøêå íå ìåíüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî äåòåé, ïðèøåäøèõ íà ¼ëêó. Êàæäîìó ðåá¼íêó êàêèå-

òî ïîäàðêè ïîíðàâèëèñü, à êàêèå-òî � íå ïîíðàâèëèñü. Âñåãäà ëè Äåä Ìîðîç ñìîæåò

ïîäàðèòü êàæäîìó ðåá¼íêó ïî îäíîìó ïîäàðêó òàê, ÷òîáû êàæäûé ðåá¼íîê ïîëó÷èë

ïîäàðîê, êîòîðûé åìó íðàâèòñÿ? �åøèòå ýòó çàäà÷ó â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
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à) êàæäîìó ðåá¼íêó íðàâèòñÿ ðîâíî 2 ïîäàðêà, è êàæäûé ïîäàðîê íðàâèòñÿ íå áîëåå,

÷åì 2-ì äåòÿì;

á) êàæäîìó ðåá¼íêó íðàâèòñÿ íå ìåíåå 3-õ ïîäàðêîâ, è êàæäûé ïîäàðîê íðàâèòñÿ

íå ìåíåå, ÷åì 3-ì äåòÿì;

â) êàæäîìó ðåá¼íêó õîòÿ áû îäèí ïîäàðîê íðàâèòñÿ, è âñåì äåòÿì íðàâèòñÿ ðàçíîå

êîëè÷åñòâî ïîäàðêîâ.

5. Êðèòåðèé äâóäîëüíîñòè. �ðà� äâóäîëüíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â í¼ì

íåò íå÷¼òíûõ öèêëîâ.

6. Â êàæäîé âåðøèíå ñâÿçíîãî ãðà�à çàïèñàëè ÷èñëî. Çàòåì íà êàæäîì ðåáðå

çàïèñàëè ñóììó ÷èñåë â åãî êîíöàõ, à ÷èñëà â âåðøèíàõ ñòåðëè. Äîêàæèòå, ÷òî

ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ÷èñëà â âåðøèíàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðà� íå

ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì.

7. 38 ïîïóãàåâ ïåðåäðàëèñü, èçìåðÿÿ ðîñò óäàâà. Êàæäûé èç íèõ ñóìåë âûäðàòü îäíî

ïåðî èç ÷üåãî-òî õâîñòà, è ó êàæäîãî ïîïóãàÿ áûëî âûäðàíî îäíî ïåðî. Êðîìå òîãî,

äëÿ ëþáûõ òð¼õ ïîïóãàåâ ìîæíî óêàçàòü ÷åòâ¼ðòîãî, âûäðàâøåãî ïåðî ó îäíîãî èç íèõ.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íàâåäåíèÿ ïîðÿäêà óäàâ ìîæåò ïðîãëîòèòü íå áîëåå 6 ïîïóãàåâ, à

îñòàëüíûõ ðàññàäèòü ïîðîâíó â äâå êëåòêè òàê, ÷òîáû íè îäèí ïîïóãàé íå ïîïàë â îäíó

ãðóïïó ñî ñâîèì îáèä÷èêîì.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

8. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð ìîæåò áûòü â äâóäîëüíîì ãðà�å, â êîòîðîì

à) 2n âåðøèí;

á) 2n+ 1 âåðøèí?

9. Â ñòðàíå 20 ãîðîäîâ, ïðè÷åì ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãîðîäàìè ïðîëîæåíà äîðîãà.

Ìèíèñòåðñòâî ïóòåé ñîîáùåíèÿ ìîæåò çàêðûòü íà ðåìîíò ëþáóþ äîðîãó èç ÷åòûð¼õ,

îáðàçóþùèõ öèêëè÷åñêèé ìàðøðóò. Ìîæåò ëè ïîñëå íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé

îñòàòüñÿ òîëüêî 19 äîðîã?

10. Â ÿùèêå ëåæàò èãðóøå÷íûå êîòèêè. �îëîâà êàæäîãî êîòèêà ïîêðàøåíà â îäèí

èç 2025 öâåòîâ. Õâîñò êàæäîãî êîòèêà òîæå ïîêðàøåí â îäèí èç ýòèõ 2025 öâåòîâ �

âîçìîæíî, â òîò æå, ÷òî è ãîëîâà, à âîçìîæíî, è â äðóãîé. Íàáîð èç 2025 êîòèêîâ

íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè âñå èõ ãîëîâû ðàçíîãî öâåòà è âñå õâîñòû òîæå ðàçíîãî

öâåòà. Èçâåñòíî, ÷òî â ÿùèêå ìîæíî âûáðàòü ïðàâèëüíûé íàáîð êîòèêîâ áîëåå ÷åì

îäíèì ñïîñîáîì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îñòàâèòü â ÿùèêå íåñêîëüêî êîòèêîâ (âîçìîæíî,

âñåõ) òàê, ÷òî èç íèõ ïðàâèëüíûé íàáîð óäàñòñÿ âûáðàòü ðîâíî äâóìÿ ñïîñîáàìè.
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18. Ñèììåòðè÷íûå èãðû. 14 èþëÿ

1. Èìååòñÿ äâå êó÷êè êàìíåé. Â îäíîé � 25 êàìíåé, â äðóãîé � 30. Çà îäèí õîä

ðàçðåøàåòñÿ áðàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî êàìíåé, íî òîëüêî èç îäíîé êó÷êè. Âûèãðûâàåò

òîò, êòî çàáðàë ïîñëåäíèé êàìåíü. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

2. Ïåòÿ è Âàñÿ îòðûâàþò ëåïåñòêè ó ðîìàøêè. Çà îäèí õîä ìîæíî îòîðâàòü ëèáî îäèí

ëåïåñòîê, ëèáî äâà ðÿäîì ñòîÿùèõ. Âûèãðûâàåò òîò, êòî îòîðâàë ïîñëåäíèé ëåïåñòîê.

Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè ëåïåñòêîâ

à) 100;

á) 101.

3. Ó Ïåòè è Âàñè åñòü ïîëîñêà èç n êëåòîê. Îíè ïî î÷åðåäè çàêðàøèâàþò êëåòêè

ýòîé ïîëîñêè. Çà îäèí õîä ìîæíî çàêðàñèòü ëèáî îäíó êëåòêó, ëèáî äâå ðÿäîì

ñòîÿùèå êëåòêè. Âûèãðûâàåò òîò, êòî çàêðàñèë ïîñëåäíþþ êëåòêó. Êòî âûèãðûâàåò

ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè ëåïåñòêîâ

à) 100;

á) 101.

4. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè ñòàâÿò êîðîëåé íà øàõìàòíóþ äîñêó: ïåðâûé èãðîê � áåëûõ

êîðîëåé, âòîðîé èãðîê � ÷¼ðíûõ. Çàïðåùàåòñÿ ñòàâèòü ñâîåãî êîðîëÿ ïîä áîé êîðîëÿ

ïðîòèâíèêà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé

èãðå?

5. Äâîå ïî î÷åðåäè êëàäóò äîìèíîøêè íà êëåòêè äîñêè íà ðèñóíêå. Ïðîèãðûâàåò òîò,

êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êîìó óäàñòñÿ ïîáåäèòü: íà÷èíàþùåìó èëè åãî ñîïåðíèêó?

6. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè âûñòàâëÿþò íà äîñêó 65× 65 ïî îäíîé øàøêå. Ïðè ýòîì
íè â îäíîé ëèíèè (ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè) íå äîëæíî áûòü áîëüøå äâóõ øàøåê.

Êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä � ïðîèãðàë. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

7. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò íà äîñêå 100 × 100. Èçíà÷àëüíî âñå êëåòêè äîñêè áåëûå.

Êàæäûì ñâîèì õîäîì Ïåòÿ êðàñèò â ÷¼ðíûé öâåò îäíó èëè íåñêîëüêî áåëûõ êëåòîê,

ñòîÿùèõ ïîäðÿä ïî äèàãîíàëè. Êàæäûì ñâîèì õîäîì Âàñÿ êðàñèò â ÷¼ðíûé öâåò îäíó

èëè íåñêîëüêî áåëûõ êëåòîê, ñòîÿùèõ ïîäðÿä ïî âåðòèêàëè. Ïåðâûé õîä äåëàåò Ïåòÿ.

Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

8.Íà øàõìàòíîé äîñêå 7×8 â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëàõ ñòîÿò ëàäüè, à â îñòàëüíûõ
êëåòêàõ ñòîÿò ïåøêè. Äâîå ïî î÷åðåäè äâèãàþò ëàäüè (êàæäûé ñâîþ), ïðè÷åì çà
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êàæäûé õîä ëàäüÿ äîëæíà ñðóáèòü ëèáî ïåøêó, ëèáî ëàäüþ ñîïåðíèêà. Ïðîèãðûâàåò

òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

9. Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Êàæäûé èãðîê ïî î÷åðåäè âû÷¼ðêèâàåò 9 ÷èñåë

(ïî ñâîåìó âûáîðó) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, . . . , 100, 101. Ïîñëå îäèííàäöàòè òàêèõ

âû÷¼ðêèâàíèé îñòàíóòñÿ 2 ÷èñëà. Ïåðâîìó èãðîêó ïðèñóæäàåòñÿ ñòîëüêî î÷êîâ, êàêîâà

ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè îñòàâøèìèñÿ ÷èñëàìè. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðâûé èãðîê âñåãäà

ñìîæåò íàáðàòü ïî êðàéíåé ìåðå 55 î÷êîâ, êàê áû íè èãðàë âòîðîé.

10. Â ñòðîêó âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , 60 (ðîâíî â òàêîì ïîðÿäêå). Ïåòÿ è Âàñÿ

ïî î÷åðåäè ñòàâÿò çíàêè ¾+¿, ¾-¿ è ¾×¿ ìåæäó íèìè, íà÷èíàåò Ïåòÿ; çà õîä êàæäûé

ñòàâèò îäèí çíàê. Êîãäà ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè ïîñòàâëåí çíàê,

âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ. Åñëè îíî äåëèòñÿ íà 3, òî ïîáåäà

ïðèñóæäàåòñÿ Ïåòå, èíà÷å Âàñå. Êòî èç èãðîêîâ ìîæåò âûèãðàòü íåçàâèñèìî îò

äåéñòâèé ñîïåðíèêà?

19. Òî÷êè è ïðÿìûå. 14 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 4 òî÷êè. ×åðåç êàæäûå äâå òî÷êè ïðîâåëè ïðÿìóþ. Ñêîëüêî

ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Òîò æå âîïðîñ

äëÿ 5 òî÷åê.

2) Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî 4 ïðÿìûõ òàê, ÷òî ëþáûå äâå èç íèõ ïåðåñåêàþòñÿ. Ñêîëüêî

âñåãî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Òîò æå

âîïðîñ äëÿ 5 òàêèõ ïðÿìûõ.

Çàäà÷è

1. Ïîñòðîéòå çàìêíóòóþ øåñòèçâåííóþ ëîìàíóþ, ïåðåñåêàþùóþ êàæäîå ñâî¼ çâåíî

ðîâíî îäèí ðàç.

2. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè øåñòü òî÷åê è òàê ñîåäèíèòü èõ

íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà áóäåò ñîåäèíåíà ðîâíî ñ ÷åòûðüìÿ

äðóãèìè?

3. �îðîä Òðåóãîëüíûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé

2025, ðàçáèòûé 6075 óëèöàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì, íà ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè

ñî ñòîðîíîé 1 (ñòîðîíû ãîðîäà � òîæå óëèöû). Ïîëèöåéñêèé, ñòîÿùèé íà óëèöå,

îáåñïå÷èâàåò ïîðÿäîê íà âñ¼ì å¼ ïðîòÿæåíèè. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî

ïîëèöåéñêèõ ìîæíî ðàññòàâèòü íà óëèöàõ ãîðîäà äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïîðÿäîê

íà âñåõ óëèöàõ?
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4. Îòìåòüòå íà ïëîñêîñòè 6 òî÷åê òàê, ÷òîáû îò êàæäîé íà ðàññòîÿíèè 1 íàõîäèëîñü

ðîâíî òðè òî÷êè.

5. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî N òî÷åê. Îòìåòèì ñåðåäèíû âñåâîçìîæíûõ îòðåçêîâ ñ

êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îòìå÷åííûõ òî÷åê ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

6. Íà ïëîñêîñòè äàíî n òî÷åê, ïðè÷¼ì èç ëþáîé ÷åòâ¼ðêè ýòèõ òî÷åê ìîæíî âûáðîñèòü

îäíó òî÷êó òàê, ÷òî îñòàâøèåñÿ òî÷êè áóäóò ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî

èç äàííûõ òî÷åê ìîæíî âûáðîñèòü îäíó òî÷êó òàê, ÷òî âñå îñòàâøèåñÿ òî÷êè áóäóò

ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé.

7. Â ìàãàçèíå â ðÿä âèñÿò 21 áåëàÿ è 21 �èîëåòîâàÿ ðóáàøêà. Íàéäèòå òàêîå

ìèíèìàëüíîå k, ÷òî ïðè ëþáîì èçíà÷àëüíîì ïîðÿäêå ðóáàøåê ìîæíî ñíÿòü k áåëûõ

è k �èîëåòîâûõ ðóáàøåê òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ áåëûå ðóáàøêè âèñåëè ïîäðÿä è

îñòàâøèåñÿ �èîëåòîâûå ðóáàøêè òîæå âèñåëè ïîäðÿä.

20. Æàäíûé àëãîðèòì. 14 èþëÿ

1. Äàòó çàïèñûâàþò 8-þ öè�ðàìè, íàïðèìåð, ñåãîäíÿ 14.07.2025. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ
âîçìîæíàÿ ñóììà öè�ð ñðåäè ïðîøåäøèõ äàò íàøåé ýðû?

2. Åñòü 13 êðàñíûõ, 17 ñèíèõ, 20 æ¼ëòûõ è 55 çåë¼íûõ ÿãîä. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî

ðàçíîöâåòíûõ ïàð ìîæíî èç íèõ ñîñòàâèòü?

3.Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 7×7. Ïî ãðàíèöàì êëåòîê åãî ðàçðåçàëè íà ïðÿìîóãîëüíèêè
ñ ðàçíûì ÷èñëîì êëåòîê. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòåé?

4. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ êîíü ìîæåò ïðîéòè èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà äîñêè

25× 25 â ïðàâûé âåðõíèé?

5. Â áàíêå ðàáîòàþò 200 ñîòðóäíèêîâ. Âñå ñîòðóäíèêè ïðèøëè íà þáèëåé, è èõ

ðàññàäèëè çà îäèí êðóãëûé ñòîë. Èçâåñòíî, ÷òî çàðïëàòû ñèäÿùèõ ðÿäîì ðàçëè÷àþòñÿ

íà 2 èëè 3 êðèïòî-ìîíåòû. Êàêîé íàèáîëüøåé ìîæåò áûòü ðàçíèöà äâóõ çàðïëàò

ñîòðóäíèêîâ ýòîãî áàíêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âñå çàðïëàòû ñîòðóäíèêîâ ðàçëè÷íû?

21. Ïîëóèíâàðèàíò, äèñêðåòíàÿ íåïðåðûâíîñòü. 15 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Â êëåòêàõ òàáëèöû 99 × 99 ðàññòàâëåíû ïëþñû è ìèíóñû. Åñëè â êàêîì-òî ðÿäó

(ñòðîêå èëè ñòîëáöå) ìèíóñîâ áîëüøå ÷åì ïëþñîâ, ðàçðåøàåòñÿ â ýòîì ðÿäó ïîìåíÿòü

âñå çíàêè íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ è âî âñåõ ñòðîêàõ,

è âî âñåõ ñòîëáöàõ ïëþñîâ áóäåò áîëüøå, ÷åì ìèíóñîâ.
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2) Â ðÿä âûëîæåíû 50 ÷¼ðíûõ è 50 áåëûõ øàðîâ, ïðè÷¼ì ñàìûé ëåâûé è ñàìûé ïðàâûé

øàðû ÷¼ðíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî óáðàòü ñ ïðàâîãî êðàÿ íåñêîëüêî øàðîâ ïîäðÿä

òàê, ÷òîáû áåëûõ è ÷¼ðíûõ øàðîâ îñòàëîñü ïîðîâíó.

Çàäà÷è

1. Íà øàõìàòíîé äîñêå 100 × 100 êîðîëþ ðàçðåøåíî õîäèòü âïðàâî, ââåðõ èëè

âïðàâî-ââåðõ ïî äèàãîíàëè. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî õîäîâ îí ìîæåò ñäåëàòü?

2. Â êëåòêàõ òàáëèöû 99×99 ðàññòàâëåíû öåëûå ÷èñëà. Åñëè â êàêîì-òî ðÿäó (ñòðîêå

èëè ñòîëáöå) ñóììà îòðèöàòåëüíà, ðàçðåøàåòñÿ â ýòîì ðÿäó ïîìåíÿòü çíàêè âñåõ ÷èñåë

íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü â èòîãå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ

îïåðàöèé.

3. Ïî êðóãó âûïèñàíî íåñêîëüêî ÷èñåë. Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ÷åòûð¼õ èäóùèõ ïîäðÿä

÷èñåë a, b, c, d îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (a − d)(b − c) < 0, òî ÷èñëà b è c ìîæíî ïîìåíÿòü

ìåñòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî òàêóþ îïåðàöèþ ìîæíî ïðîäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

4. Â êëåòêè ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû âïèñàíû ÷èñëà. �àçðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî

ìåíÿòü çíàê ó âñåõ ÷èñåë íåêîòîðîãî ñòîëáöà èëè íåêîòîðîé ñòðîêè. Äîêàæèòå, ÷òî

ìíîãîêðàòíûì ïîâòîðåíèåì ýòîé îïåðàöèè ìîæíî ïðåâðàòèòü äàííóþ òàáëèöó â òàêóþ,

ó êîòîðîé ñóììû ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå èëè ëþáîì ñòîëáöå íåîòðèöàòåëüíû.

5. Â ïàðëàìåíòå êàæäûé äåïóòàò èìååò íå áîëåå òð¼õ âðàãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî

ïàðëàìåíò ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïàëàòû òàê, ÷òî ó êàæäîãî äåïóòàòà â åãî ïàëàòå

áûëî íå áîëåå îäíîãî âðàãà.

6. Íà ïëîñêîñòè äàíî 100 êðàñíûõ è 100 ñèíèõ òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè 100 íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ

ðàçíîöâåòíûìè êîíöàìè.

7. Â êîëîäå ÷àñòü êàðò ëåæèò ðóáàøêîé âíèç. Âðåìÿ îò âðåìåíè Ïåòÿ âûíèìàåò èç

êîëîäû ïà÷êó èç íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ êàðò, â êîòîðîé âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ëåæàò

êàðòû ðóáàøêîé âíèç (â ÷àñòíîñòè, ìîæåò âûíóò ïðîñòî îäíó êàðòó ðóáàøêîé âíèç),

ïåðåâîðà÷èâàåò ýòó ïà÷êó êàê îäíî öåëîå è âñòàâëÿåò â òî æå ìåñòî êîëîäû. Äîêàæèòå,

÷òî íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê Ïåòÿ âûáèðàåò ïà÷êè, â êîíöå êîíöîâ âñå êàðòû ëÿãóò

ðóáàøêîé ââåðõ.

8. Øåðåíãà èç 100 íîâîáðàíöåâ ñòîÿëà ëèöîì ê ñåðæàíòó. Ïî êîìàíäå ¾Íàëå-âî!¿

íåêîòîðûå èç íèõ ïîâåðíóëèñü íàëåâî, à íåêîòîðûå � íàïðàâî. Âñåãäà ëè ñåðæàíò

ñìîæåò âñòàòü â ñòðîé òàê, ÷òîáû ñ îáåèõ ñòîðîí îò íåãî îêàçàëîñü ïîðîâíó íîâîáðàíöåâ,

ñòîÿùèõ ê íåìó ëèöîì?

9. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäèò ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî ãíîìîâ. Ó êàæäîãî íà êîëïàêå

íåñêîëüêî ïîìïîíîâ. Ïðè÷¼ì ó ëþáûõ äâóõ ðÿäîì ñèäÿùèõ ãíîìîâ êîëè÷åñòâî

ïîìïîíîâ îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ïàðà ãíîìîâ, ñèäÿùèõ
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äðóã íàïðîòèâ äðóãà, êîëè÷åñòâà ïîìïîíîâ íà êîëïàêàõ êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëüøå

÷åì íà 1.

Âíóòðåííèé ìàòáîé Ì6. 15 èþëÿ

1. Íà ïîëó ñòîÿò 4 áîëüøèå ãèðè. Ñèëà÷ Ñèäîðîâ äîëãî ïîäíèìàë ýòè ãèðè è ïðèø¼ë

ê âûâîäó, ÷òî, êàêèå òðè ãèðè íè âîçüìè, êàêàÿ-òî îäíà ãèðÿ áóäåò âåñèòü â 2 ðàçà

áîëüøå, ÷åì äâå äðóãèå, âìåñòå âçÿòûå. Ìîæåò ëè òàê áûòü? Âåñà íåêîòîðûõ ãèðü

ìîãóò ñîâïàäàòü.

2. Âàñÿ çàìåíèë â ñëîâàõ ÌÈÍÎÒÀÂ� è ÄÈÍÎÇÀÂ� áóêâû öè�ðàìè (ðàçíûå

áóêâû � ðàçíûìè öè�ðàìè, îäèíàêîâûå � îäèíàêîâûìè) òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü ìåæäó

áîëüøèì è ìåíüøèì èç ýòèõ ÷èñåë èìåëà íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ñóììó öè�ð. ×åìó

ðàâíà ýòà ñóììà?

3. Äàíî 100-çíà÷íîå ÷èñëî, âñå öè�ðû êîòîðîãî îòëè÷íû îò 0. Åãî öè�ðû ðàçáèëè íà

ïàðû ñîñåäíèõ è â êàæäîé ïàðå öè�ðû ïîìåíÿëè ìåñòàìè. Ìîãëî ëè ÷èñëî ïîñëå òàêîé

îïåðàöèè óâåëè÷èòüñÿ ðîâíî â 5 ðàç? Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî íå ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ 0.

4. Íà êîíãðåññ ïðèåõàëî 100 ó÷¼íûõ, êàæäûé çíàåò òðè ÿçûêà. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå

÷åòâåðî èç íèõ ìîãóò îáùàòüñÿ íà îäíîì ÿçûêå. Äîêàæèòå, ÷òî è ëþáûå ïÿòåðî ìîãóò

îáùàòüñÿ íà îäíîì ÿçûêå.

5. Â çàäàíèè íà êîíòðîëüíîé íàäî áûëî ïîñ÷èòàòü ñóììó

1, 11 + 1, 22 + 1, 33 + 1, 44 + 1, 55 + 1, 66 + 1, 77 + 1, 88 + 1, 99.

Âàíÿ äóìàë, ÷òî â îòâåòå îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî, ïîýòîìó îí, íå çàìåòèâ

÷àñòü çàïÿòûõ, ïîëó÷èë öåëîå ÷èñëî. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çàïÿòûõ ìîã íå çàìåòèòü

Âàíÿ?

6. Êâàäðàò ðàçðåçàëè íà �èãóðêè âèäà, ïîêàçàííîãî íà ðèñóíêå ñïðàâà. Êàêîâ

íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ðàçìåð ýòîãî êâàäðàòà? Ôèãóðêè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü è

ïåðåâîðà÷èâàòü.

7. Àíäðå, ïðîæèâàþùèé â ãîðîäå À, âûåõàë èç íåãî, äîåõàë äî ãîðîäà Á, ïðîâåë òàì

ðîâíî ÷àñ, ïîñëå ÷åãî âûåõàë îáðàòíî â À. Åãî äðóã Áëåç, æèâóùèé â ãîðîäå Á, âûåõàë

èç ãîðîäà Á â òîò æå ìîìåíò, êîãäà è Àíäðå èç À, äîåõàë äî ãîðîäà À, ïðîâåë òàì

÷àñ è âåðíóëñÿ â Á. Îáà ïóòåøåñòâåííèêà äâèãàëèñü ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (ñêîðîñòü

Àíäðå è Áëåçà ìîãëà áûòü ðàçíîé). Èõ ïåðâàÿ âñòðå÷à ïðîèçîøëà â 70 êì îò ãîðîäà

À, à âòîðàÿ � â 40 êì îò ãîðîäà Á, ïðè÷åì îáà óæå âîçâðàùàëèñü äîìîé. Íàéäèòå

ðàññòîÿíèå ìåæäó À è Á.

8. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî n! · (n+ 1)! · (n+ 2)! ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êóáîì?
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Âíåøíèé ìàòáîé Ì6 � Ì7. 15 èþëÿ

1. Äàíû 4n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n > 10), íå ïðåâîñõîäÿùèõ 6n (êàæäîå ÷èñëî

âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà). Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïàð ÷èñåë

a è b òàêèõ, ÷òî a äåëèòñÿ íà b, ìîæíî ãàðàíòèðîâàííî âûáðàòü èç ýòîãî íàáîðà ÷èñåë

(ðàçíûå ïàðû ìîãóò èìåòü îáùåå ÷èñëî)?

2. Â êâàäðàòå 11×11 îòìåòèëè ÷¼òíîå ÷èñëî êëåòîê. Îêàçàëîñü, ÷òî â ëþáîì êâàäðàòå

2 × 2 òàêæå îòìå÷åíî ÷¼òíîå ÷èñëî êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî íà êàæäîé èç ãëàâíûõ

äèàãîíàëåé áîëüøîãî êâàäðàòà îòìå÷åíî ÷¼òíîå ÷èñëî êëåòîê.

3. Ó Àíè åñòü ýëåêòðîííûé òàðàêàí. Òàðàêàí ðàáîòàåò òàê: Àíÿ ââîäèò â òàðàêàíà

ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a < 1, à òàðàêàí ïðîïîëçàåò a ñì íà ñåâåð, þã, çàïàä

èëè âîñòîê. Íàïðàâëåíèå òàðàêàí âûáèðàåò ñàì ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì: ñðåäè ëþáûõ

100 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåäâèæåíèé äîëæíî áûòü õîòÿ áû ïî îäíîìó â êàæäîì èç

÷åòûð¼õ íàïðàâëåíèé. Àíÿ õî÷åò, ÷òîáû òàðàêàí îòïîëç õîòÿ áû íà 1 ì îò ñâîåãî ìåñòà,

íà êîòîðîì îíà õî÷åò ïîèãðàòü. Ñìîæåò ëè Àíÿ îòîãíàòü òàðàêàíà?

4. Áóêâû A,B, C,D,E, F,G ýòî ðàçëè÷íûå öè�ðû. Èçâåñòíî, ÷òî

A ·B · C = C ·D · E = E · F ·G.

Ìîæíî ëè îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå D?

5. Â òîðãîâîì öåíòðå óñòàíîâèëè äâà àâòîìàòà ïî ïðîäàæå øàðèêîâ ñ ñþðïðèçîì.

Ïåðâûé àâòîìàò ïîî÷åðåäíî âûäà¼ò êðàñíûå è ñèíèå øàðèêè, âòîðîé � êðàñíûå è

çåë¼íûå. Èçâåñòíî, ÷òî äåâÿòûé è äåñÿòûé ïîñåòèòåëü ïîëó÷èëè êðàñíûå øàðèêè, à

äâàäöàòü ÷åòâ¼ðòûé � ñèíèé. Ìîæíî ëè óñòàíîâèòü, êàêîãî öâåòà øàðèê ïîëó÷èë

äâàäöàòü ïÿòûé ïîñåòèòåëü? Íîìåðà ïîñåòèòåëåé ñ÷èòàþòñÿ â ïîðÿäêå ïîäõîäà ê

àâòîìàòàì. Êàæäîìó äîñòàåòñÿ ðîâíî îäèí øàðèê.

6. Îäíàæäû Ëèäî÷êà âûøëà èç äîìà è ïîøëà â òåàòð. Â 12:00 åé âñòðåòèëñÿ

âåëîñèïåäèñò Ìèøà, åäóùèé âäâîå áûñòðåå, ÷åì Ëèäî÷êà õîäèò, è ïðåäëîæèë

ïîäáðîñèòü å¼ äî òîãî ìåñòà, îòêóäà äî òåàòðà áóäåò òàêîå æå ðàññòîÿíèå, êàê ñåé÷àñ

îò Ëèäî÷êè äî å¼ äîìà. Ëèäî÷êà ñîãëàñèëàñü, à ïîòîìó óæå ÷åðåç ÷àñ áûëà ó äâåðåé

òåàòðà. Îêàçàëîñü, ÷òî ñïåêòàêëü îòìåíèëè, ïîòîìó Ëèäî÷êà ðàçâåðíóëàñü è ïîøëà

äîìîé. Êîãäà îíà áóäåò äîìà?

7. Âîêðóã òîëñòîãî äóáà ñòîÿò 4 ìóäðåöà òàê, ÷òî êàæäûé ìóäðåö âèäèò ìóäðåöîâ,

ñòîÿùèõ ñëåâà è ñïðàâà îò íåãî, íî íå âèäèò ïðîòèâîïîëîæíîãî. Íà íèõ íàäåâàþò

øëÿïû îäíîãî èç ÷åòûð¼õ öâåòîâ (öâåòà íå ïîâòîðÿþòñÿ), ïîñëå ÷åãî êàæäûé

ìóäðåö íàçûâàåò öâåò, â êîòîðûé, ïî åãî ìíåíèþ, ïîêðàøåíà øëÿïà íà í¼ì (öâåòà

øëÿï èçâåñòíû ìóäðåöàì çàðàíåå). Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìóäðåöîâ ìîãóò

ãàðàíòèðîâàííî îòãàäàòü öâåò ñâîåé øëÿïû?
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8. Äåä Ìîðîç ðàçäà¼ò äåòÿì êîí�åòû. Ïåðâîìó è âòîðîìó îí âûäàåò ïî îäíîé êîí�åòå,

òðåòüåìó è ÷åòâ¼ðòîìó ïî äâå, ñëåäóþùèì äâîèì ïî 3 è ò.ä. Âñåãî òàêèì ñïîñîáîì îí

ïîçäðàâèë 2n äåòåé. Ïðè êàêèõ n ìîæíî ðàññòàâèòü äåòåé â ðÿä òàê, ÷òîáû ó âñåõ,

êðîìå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî, êîëè÷åñòâî êîí�åò ðàâíÿëîñü èëè ñóììå, èëè ðàçíîñòè

êîëè÷åñòâ êîí�åò ñâîèõ ñîñåäåé?

Âíåøíèé ìàòáîé Ï�ÎÔÈ-6 � Ï�ÎÔÈ-7. 15 èþëÿ

1. Äàíû 4n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n > 10), íå ïðåâîñõîäÿùèõ 6n (êàæäîå ÷èñëî

âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà). Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïàð ÷èñåë

a è b òàêèõ, ÷òî a äåëèòñÿ íà b, ìîæíî ãàðàíòèðîâàííî âûáðàòü èç ýòîãî íàáîðà ÷èñåë

(ðàçíûå ïàðû ìîãóò èìåòü îáùåå ÷èñëî)?

2. Â êâàäðàòå 11×11 îòìåòèëè ÷¼òíîå ÷èñëî êëåòîê. Îêàçàëîñü, ÷òî â ëþáîì êâàäðàòå

2 × 2 òàêæå îòìå÷åíî ÷¼òíîå ÷èñëî êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî íà êàæäîé èç ãëàâíûõ

äèàãîíàëåé áîëüøîãî êâàäðàòà îòìå÷åíî ÷¼òíîå ÷èñëî êëåòîê.

3. Ó Àíè åñòü ýëåêòðîííûé òàðàêàí. Òàðàêàí ðàáîòàåò òàê: Àíÿ ââîäèò â òàðàêàíà

ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a < 1, à òàðàêàí ïðîïîëçàåò a ñì íà ñåâåð, þã, çàïàä

èëè âîñòîê. Íàïðàâëåíèå òàðàêàí âûáèðàåò ñàì ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì: ñðåäè ëþáûõ

100 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåäâèæåíèé äîëæíî áûòü õîòÿ áû ïî îäíîìó â êàæäîì èç

÷åòûð¼õ íàïðàâëåíèé. Àíÿ õî÷åò, ÷òîáû òàðàêàí îòïîëç õîòÿ áû íà 1 ì îò ñâîåãî ìåñòà,

íà êîòîðîì îíà õî÷åò ïîèãðàòü. Ñìîæåò ëè Àíÿ îòîãíàòü òàðàêàíà?

4. Áóêâû A,B, C,D,E, F,G ýòî ðàçëè÷íûå öè�ðû. Èçâåñòíî, ÷òî

A · B · C = C ·D · E = E · F ·G.

Ìîæíî ëè îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå D?

5. Àäà è ×àðëüç èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: â íà÷àëå íà äîñêå íàïèñàíî öåëîå ÷èñëî

n > 1. Ïî î÷åðåäè Àäà è ×àðëüç ñòèðàþò ñ äîñêè ÷èñëî k è çàìåíÿþò åãî ëèáî íà

ïîëîæèòåëüíûé äåëèòåëü k, îòëè÷íûé îò 1 è k (õîä 1), ëèáî íà k+ 1 (õîä 2). Â íà÷àëå

ó êàæäîãî èãðîêà ïî òûñÿ÷å î÷êîâ. Êîãäà èãðîê âûáèðàåò õîä 1, îí/îíà ïîëó÷àåò îäíî

î÷êî; êîãäà èãðîê âûáèðàåò õîä 2, îí/îíà òåðÿåò îäíî î÷êî. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà

ó îäíîãî èç èãðîêîâ îñòà¼òñÿ íîëü î÷êîâ, è ýòîò èãðîê ïðîèãðûâàåò. Àäà õîäèò ïåðâîé.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n ó ×àðëüçà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

6. Äîêàæèòå, ÷òî ó êëåò÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ ïëîùàäüþ 300 è ïåðèìåòðîì 300

åñòü ñòîðîíà äëèíîé áîëüøå 1. (Ìíîãîóãîëüíèê íå ñîäåðæèò äûðîê, ò. å. åãî ãðàíèöà �

çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.)

7. Âîêðóã òîíêîãî äóáà ñòîÿò 2n ìóäðåöîâ òàê, ÷òî êàæäûé ìóäðåö âèäèò âñåõ

ìóäðåöîâ, êðîìå ïðîòèâîïîëîæíîãî. Íà íèõ íàäåâàþò øëÿïû îäíîãî èç 2n öâåòîâ
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(öâåòà íå ïîâòîðÿþòñÿ), ïîñëå ÷åãî êàæäûé ìóäðåö íàçûâàåò öâåò, â êîòîðûé, ïî åãî

ìíåíèþ, ïîêðàøåíà øëÿïà íà í¼ì (öâåòà øëÿï èçâåñòíû ìóäðåöàì çàðàíåå). Êàêîå

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìóäðåöîâ ìîãóò ãàðàíòèðîâàííî îòãàäàòü öâåò ñâîåé øëÿïû?

8. Äåä Ìîðîç ðàçäà¼ò äåòÿì êîí�åòû. Ïåðâîìó è âòîðîìó îí âûäàåò ïî îäíîé êîí�åòå,

òðåòüåìó è ÷åòåðòîìó ïî äâå, ñëåäóþùèì äâîèì ïî 3 è ò.ä. Âñåãî òàêèì ñïîñîáîì îí

ïîçäðàâèë 2n äåòåé. Ïðè êàêèõ n ìîæíî ðàññòàâèòü äåòåé â ðÿä òàê, ÷òîáû ó âñåõ,

êðîìå ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî, êîëè÷åñòâî êîí�åò ðàâíÿëîñü èëè ñóììå, èëè ðàçíîñòè

êîëè÷åñòâ êîí�åò ñâîèõ ñîñåäåé?

22. Èãðû�2. 17 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëüíèê 5× 9. Â ëåâîì íèæíåì óãëó ñòîèò

�èøêà. Êîëÿ è Ñåð¼æà ïî î÷åðåäè ïåðåäâèãàþò åå íà ëþáîå êîëè÷åñòâî êëåòîê ëèáî

âïðàâî, ëèáî ââåðõ. Ïåðâûì õîäèò Êîëÿ. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïîñòàâèò �èøêó â

ïðàâûé âåðõíèé óãîë. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

2) Ëàäüÿ ñòîèò íà ïîëå a1 øàõìàòíîé äîñêè. �àçðåøàåòñÿ çà õîä ñäâèíóòü å¼ âïðàâî
èëè ââåðõ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êîìó íåêóäà õîäèòü. Êòî èç èãðîêîâ âûèãðûâàåò ïðè

ïðàâèëüíîé èãðå?

3) Òà æå çàäà÷à, íî òîò, êîìó íåêóäà õîäèòü, âûèãðûâàåò.

Çàäà÷è

1. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 1. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè ïðèáàâëÿþò ëþáîå ÷èñëî îò 1

äî 4 ê ÷èñëó íà äîñêå è çàïèñûâàþò âìåñòî íåãî ñóììó. Âûèãðûâàåò èãðîê, êîòîðûé

ïåðâûé çàïèøåò íà äîñêå ÷èñëî 100. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

2.Ôåðçü ñòîèò íà ïîëå c1. Çà õîä åãî ìîæíî ïåðåäâèíóòü íà ëþáîå ÷èñëî ïîëåé âïðàâî,
ââåðõ èëè ïî äèàãîíàëè ¾âïðàâî-ââåðõ¿. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïîñòàâèò �åðçÿ íà ïîëå

h8. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

3. Â êîðîáêå ëåæèò 300 ñïè÷åê. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü èç êîðîáêà íå áîëåå

ïîëîâèíû èìåþùèõñÿ â íåì ñïè÷åê. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî

âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

4. Èìåþòñÿ äâå êó÷êè êîí�åò: â îäíîé � 20, â äðóãîé � 21. Çà õîä íóæíî ñúåñòü îäíó

èç êó÷åê, à âòîðóþ ðàçäåëèòü íà äâå íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûå êó÷êè. Ïðîèãðûâàåò òîò,

êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Åñòü ðÿä èç 24 ëóíî÷åê. Â òð¼õ èç íèõ ëåæèò ïî øàðèêó. Èãðîêè ïî î÷åðåäè

äåëàþò õîä: áåðóò îäèí èç êðàéíèõ øàðèêîâ è ïåðåêëàäûâàþò â ñâîáîäíóþ ëóíî÷êó
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ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè. Òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, ñ÷èòàåòñÿ ïðîèãðàâøèì. Êòî �

íà÷èíàþùèé èãðó èëè õîäÿùèé âòîðûì � ïîáåäèò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

à) Øàðèêè ëåæàò â 3, 11, 20;

á) Øàðèêè ëåæàò â 3, 12, 23.

6. Äâîå ïî î÷åðåäè âûïèñûâàþò íà äîñêó íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 1000. Ïåðâûì

õîäîì ïåðâûé èãðîê âûïèñûâàåò íà äîñêó ÷èñëî 1. Çàòåì î÷åðåäíûì õîäîì íà äîñêó

ìîæíî âûïèñàòü ëèáî ÷èñëî 2a, ëèáî ÷èñëî a+1 , åñëè íà äîñêå óæå íàïèñàíî ÷èñëî a.
Ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ âûïèñûâàòü ÷èñëà, êîòîðûå óæå íàïèñàíû íà äîñêå. Âûèãðûâàåò

òîò, êòî âûïèøåò íà äîñêó ÷èñëî 1000. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

7. ×àñîâàÿ ñòðåëêà óñòàíîâëåíà íà 12 ÷àñàõ. Äâîå ïî î÷åðåäè äâèãàþò åå íà 2 èëè 3

÷àñà âïåðåä. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì ïîñòàâèò ñòðåëêó ñíîâà íà 12 ÷àñîâ. ×åðåç

12 ÷àñîâ ìîæíî ¾ïåðåïðûãèâàòü¿. Äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ñòðåëêè (è

êîíå÷íîãî ïîëîæåíèÿ íà 12 ÷àñàõ) îïðåäåëèòå, êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå.

8. Èìååòñÿ òðè êó÷è êàìíåé: 1, 3, 5. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ëþáîå (íåíóëåâîå)

êîëè÷åñòâî êàìíåé, íî òîëüêî èç îäíîé êó÷êè. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî âçÿë ïîñëåäíèé

êàìåíü. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

9. Äâà èãðîêà, Ïåòÿ è Âàíÿ, èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ïåðåä èãðîêàìè ëåæèò êó÷à

êàìíåé. Èãðîêè õîäÿò ïî î÷åðåäè, ïåðâûé õîä äåëàåò Ïåòÿ. Çà îäèí õîä èãðîê ìîæåò

äîáàâèòü â êó÷ó îäèí èëè ÷åòûðå êàìíÿ, ëèáî óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî êàìíåé â êó÷å

â ïÿòü ðàç. Ó êàæäîãî èãðîêà, ÷òîáû äåëàòü õîäû, åñòü íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî

êàìíåé. Èãðà çàâåðøàåòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà êîëè÷åñòâî êàìíåé â êó÷å ñòàíîâèòñÿ

íå ìåíåå 68. Ïîáåäèòåëåì ñ÷èòàåòñÿ èãðîê, ñäåëàâøèé ïîñëåäíèé õîä, òî åñòü ïåðâûì

ïîëó÷èâøèé êó÷ó, â êîòîðîé áóäåò 68 èëè áîëüøå êàìíåé. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò â êó÷å

áûëî S êàìíåé, 1 6 S 6 67.

à) Èçâåñòíî, ÷òî Âàíÿ âûèãðàë ñâîèì ïåðâûì õîäîì ïîñëå íåóäà÷íîãî ïåðâîãî õîäà

Ïåòè. Óêàæèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå S, êîãäà òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà.

á) Íàéäèòå âñå òàêèå çíà÷åíèÿ S, ïðè êîòîðûõ Ïåòÿ ãàðàíòèðîâàíî âûèãðàåò íå

ïîçäíåå ñâîåãî âòîðîãî õîäà.

â) Íàéäèòå âñå òàêèå çíà÷åíèÿ S, ïðè êîòîðûõ Âàíÿ ãàðàíòèðîâàíî âûèãðàåò íå

ïîçäíåå ñâîåãî âòîðîãî õîäà.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

10. Åñòü äëèííûé ðÿä ëóíî÷åê. Â òð¼õ èç íèõ ëåæèò ïî øàðèêó. Èãðîêè ïî î÷åðåäè

äåëàþò õîä: áåðóò îäèí èç êðàéíèõ øàðèêîâ è ïåðåêëàäûâàþò â ñâîáîäíóþ ëóíî÷êó

ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè. Òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, ñ÷èòàåòñÿ ïðîèãðàâøèì. Êòî

� íà÷èíàþùèé èãðó èëè õîäÿùèé âòîðûì � ïîáåäèò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? Ìåæäó

êðàéíèìè øàðèêàìè è ñðåäíèì èìååòñÿ N è K ïóñòûõ ëóíî÷åê.
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11. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó. Èçíà÷àëüíî íà ñòîëå ëåæèò êó÷êà èç N êîí�åò. Ïåòÿ

äåëèò åå íà òðè íåïóñòûå êó÷êè, à Âàñÿ äâå èç íèõ ñúåäàåò. Çàòåì Âàñÿ äåëèò îñòàòêè

íà òðè íåïóñòûå êó÷êè, à Ïåòÿ äâå èç íèõ ñúåäàåò, è òàê äàëåå. Êòî íå ìîæåò ñäåëàòü

õîä, ïðîèãðûâàåò. Ïðè êàêèõ N ïðè ïðàâèëüíîé èãðå âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê, à ïðè

êàêèõ � âòîðîé?

23. Çàöèêëèâàíèå. 17 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 76. Êàæäóþ ìèíóòó ÷èñëî ñòèðàþò ñ äîñêè è íà åãî ìåñòî

çàïèñûâàþò ïðîèçâåäåíèå åãî öè�ð, óâåëè÷åííîå íà 12.

à) ×òî îêàæåòñÿ íà äîñêå ÷åðåç ÷àñ?

á) Äîêàæèòå, ÷òî, êàêîå áû ÷èñëî íè áûëî íàïèñàíî íà äîñêå ïåðâîíà÷àëüíî,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàöèêëèòñÿ.

2) Ëåîíèä Áîðèñîâè÷ îñòàâèë íà äâåðÿõ âñåõ êîðïóñîâ Âèøêèëÿ çàïèñêè ñëåäóþùåãî

ñîäåðæàíèÿ: ¾ß â êîðïóñå � . . .¿ è èñ÷åç â íåèçâåñòíîì íàïðàâëåíèè. (�àçíûå çàïèñêè

ìîãóò ñîîáùàòü ðàçíóþ èí�îðìàöèþ). Øåñòèêëàññíèê Àíäðåé íà÷àë åãî ïîèñêè,

ðóêîâîäñòâóÿñü ýòèìè óêàçàíèÿìè.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà øåñòèêëàññíèê íà÷íåò äâèãàòüñÿ ïî öèêëó.

á) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî Àíäðåé êîãäà-íèáóäü âåðíåòñÿ â êîðïóñ, ñ êîòîðîé

íà÷àë ïîèñêè?

â) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî Àíäðåé âåðí¼òñÿ â íà÷àëüíûé êîðïóñ, åñëè âñå çàïèñêè

ñîîáùàþò ðàçíóþ èí�îðìàöèþ?

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå ñîñòîÿíèé, è

êàæäîå ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðåäûäóùåìó, òî ñèñòåìà

ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà çàöèêëèòñÿ. Åñëè âäîáàâîê ïî òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ ìîæíî

îïðåäåëèòü ïðåäûäóùåå, òî ñèñòåìà çàöèêëèâàåòñÿ áåç ïðåäïåðèîäà.

Çàäà÷è

1. Ïåòÿ íàïèñàë íà äîñêå äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Ïîñëå ýòîãî îí óìíîæèë åãî ñóììó öè�ð

íà 23 è íàïèñàë ïîñëåäíèå äâå öè�ðû ðåçóëüòàòà. Ïîòîì îí ñíîâà óìíîæèë ñóììó öè�ð

ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà íà 23 è íàïèñàë 2 ïîñëåäíèå öè�ðû, è ò.ä.

à) Äîêàæèòå, ÷òî íå ïîçæå, ÷åì ÷åðåç 100 õîäîâ íà äîñêå ïîÿâèòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå

òàì óæå áûëî, è ñ ýòîãî ìîìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïèñûâàåìûõ ÷èñåë çàöèêëèòñÿ.

á) Âåðíî ëè, ÷òî íà÷àëüíîå ÷èñëî îáÿçàòåëüíî ïîÿâèòñÿ íà äîñêå?

2. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öè�ð 1, 1, 4, 6, 1, 1, 8, 0, 9, . . . êàæäàÿ öè�ðà, íà÷èíàÿ ñ

÷åòâ¼ðòîé, ðàâíà ïîñëåäíåé öè�ðå ñóììû òð¼õ ïðåäûäóùèõ.
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à) Äîêàæèòå, ÷òî êàêàÿ-íèáóäü êîìáèíàöèÿ èç òð¼õ öè�ð â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âñòðåòèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàéòè ïîâòîðÿþùóþñÿ êîìáèíàöèþ ñðåäè ïåðâûõ 1003

öè�ð ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

â) Âñòðåòÿòñÿ ëè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åù¼ ðàç öè�ðû 1, 1, 4, èäóùèå ïîäðÿä?

ã) Âñòðåòÿòñÿ ëè öè�ðû 1, 8, 2, èäóùèå ïîäðÿä?

ä) Âñòðåòÿòñÿ ëè öè�ðû 2, 7, 4, èäóùèå ïîäðÿä?

3. Ïî êðóãó ñòîèò íåñêîëüêî êîðîáî÷åê. Êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü ïóñòîé èëè

ñîäåðæàòü îäèí èëè íåñêîëüêî øàðèêîâ. Ñíà÷àëà èç êàêîé-òî êîðîáî÷êè áåðóòñÿ âñå

øàðèêè è ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî îäíîìó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåé

êîðîáî÷êè. Íà ñëåäóþùåì õîäó ðàñêëàäûâàþò øàðèêè èç òîé êîðîáî÷êè, â êîòîðóþ

ïîïàë ïîñëåäíèé øàðèê íà ïðåäûäóùåì õîäó, è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî â êàêîé-òî ìîìåíò

ïîâòîðèòñÿ íà÷àëüíîå ðàñïîëîæåíèå øàðèêîâ.

4. Â ñòðàíå Òîïëÿíäèè äîðîã ìíîãî, à òóïèêîâ è âîâñå íåò. Ïî ýòîé ñòðàíå åäåò

ðûöàðü. Äîêàæèòå, ÷òî êîãäà-íèáóäü îí âåðíåòñÿ â íà÷àëî ïóòè, åñëè íà ðàçâèëêàõ

îí ïîâîðà÷èâàåò

à) íà ñàìóþ ëåâóþ äîðîãó;

á) òî íà ñàìóþ ëåâóþ, òî íà ñàìóþ ïðàâóþ äîðîãó.

5. Â àë�àâèòå ëþäîåäñêîãî ïëåìåíè 10 áóêâ: À, Å, �, È, Î, Ó, Û, Ý, Þ, ß.

Ëþäîåäñêèå øïèîíû îáìåíèâàþòñÿ çàøè�ðîâàííûìè ñîîáùåíèÿìè. Àëãîðèòì

øè�ðîâàíèÿ çàìåíÿåò êàæäóþ èç 10 ëþäîåäñêèõ áóêâ íà êàêóþ-òî äðóãóþ áóêâó,

ïðè÷¼ì ðàçíûå çàìåíÿþòñÿ íà ðàçíûå.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå íåñêîëüêèõ ïðèìåíåíèé ýòîãî àëãîðèòìà ìû âåðí¼ìñÿ ê

èñõîäíîìó òåêñòó.

á) Ìû íå çíàåì ïðàâèëî çàìåíû, íî ó íàñ åñòü çàøè�ðîâàííûé òåêñò è ïðîãðàììà,

ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòì øè�ðîâàíèÿ. Ïðîãðàììó ìîæíî çàïóñêàòü ëþáîå ÷èñëî ðàç.

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðàç íóæíî çàïóñòèòü ýòó ïðîãðàììó, ÷òîáû íàâåðíÿêà

ïðî÷èòàòü ðàñøè�ðîâàííîå ñîîáùåíèå?

â) Ñëîâî ÀÈÓÝÎ ïîñëå îäíîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà øè�ðîâàíèÿ

ïðåâðàòèëîñü â �ÝÈÎß. Ìîæåò ëè îíî ïîñëå åù¼ íåñêîëüêèõ ïðèìåíåíèé ýòîãî æå

àëãîðèòìà ïðåâðàòèòüñÿ â ñëîâî ÀÓÞÈÝ? Åñëè ìîæåò, òî ÷åðåç ñêîëüêî (óêàæèòå âñå

âàðèàíòû)?

6. Â çîîïàðêå èìååòñÿ äåñÿòü ëåñòíèö, íà íèæíåé ñòóïåíüêå êàæäîé èç êîòîðûõ ñèäèò

ïî îáåçüÿíå, à íà âåðõíåé � ëåæèò ïî îäíîìó áàíàíó. Îò íåêîòîðûõ ñòóïåíåê ëåñòíèö

îòõîäÿò âåðåâêè ê ñòóïåíüêàì äðóãèõ ëåñòíèö (îò êàæäîé ñòóïåíüêè � íå áîëåå îäíîé

âåðåâêè, ê ñàìûì âåðõíèì è ñàìûì íèæíèì ñòóïåíüêàì ëåñòíèö âåð¼âêè íå ïðèâÿçàíû).

Îáåçüÿíû ëåçóò ïî ëåñòíèöàì ââåðõ; êàæäûé ðàç, êîãäà îáåçüÿíà ïîïàäàåò íà ñòóïåíüêó
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ñ âåðåâêîé, îíà ïåðåëåçàåò ïî âåðåâêå íà äðóãóþ ëåñòíèöó è ïðîäîëæàåò ëåçòü ââåðõ.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå áàíàíû áóäóò ñúåäåíû.

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

7. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öè�ð. Èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî

ðàçëè÷íûõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 15 öè�ð ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 16 öè�ð. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öè�ð

ïåðèîäè÷íà.

8. Ê íåêîòîðîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó ñïðàâà ïðèïèñûâàþò òðîéêè. Äîêàæèòå, ÷òî â

íåêîòîðûé ìîìåíò ïîëó÷èòñÿ ñîñòàâíîå ÷èñëî.

24. Êëåò÷àòûå ìíîãîóãîëüíèêè. 18 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. �àññòîÿíèåì ìåæäó êëåòêàìè A è B íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî

ïóòè õðîìîé ëàäüè èç A â B.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ó êëåò÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ ïëîùàäüþ 300 è

ïåðèìåòðîì 300 åñòü ñòîðîíà äëèíîé áîëüøå 1.

Çàäà÷è

1. Äîêàæèòå, ÷òî èç êëåò÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà âñåãäà ìîæíî óäàëèòü îäíó êëåòêó

òàê, ÷òî îñòàíåòñÿ êëåò÷àòûé ìíîãîóãîëüíèê.

2. Äîêàæèòå, ÷òî êëåò÷àòûé ìíîãîóãîëüíèê èç n êëåòîê ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ íå

ìåíåå n− 1 åäèíè÷íûõ îòðåçêîâ ñåòêè.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòð êëåò÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà èç n êëåòîê íå ïðåâîñõîäèò

2n+ 2.

4. Èç êëåò÷àòîé áóìàãè ïî ëèíèÿì ñåòêè âûðåçàëè êëåò÷àòûé ìíîãîóãîëüíèê.

Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûðåçàòü (òîæå ïî ëèíèÿì ñåòêè) ñîäåðæàùèé å¼ ïðÿìîóãîëüíèê

òîãî æå ëèáî ìåíüøåãî ïåðèìåòðà.

5. Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî. Äëÿ êëåò÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïëîùàäè

S è ïåðèìåòðà P âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî P 2 > 16S.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ó êëåò÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà óãëîâ, ðàâíûõ 90◦, íà 4 áîëüøå ÷åì
óãëîâ, ðàâíûõ 270◦.

7. Èìååòñÿ êâàäðàò êëåò÷àòîé áóìàãè ðàçìåðîì 102 × 102 êëåòîê è êëåò÷àòûé

ìíîãîóãîëüíèê ïëîùàäè 101. Äîêàæèòå, ÷òî èç êâàäðàòà ìîæíî âûðåçàòü ïî êðàéíåé

ìåðå 4 òàêèõ ìíîãîóãîëüíèêà.
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Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

8. Êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 100 ðàçðåçàí ïî ëèíèÿì ñåòêè íà 100 ïðÿìîóãîëüíèêîâ

îäèíàêîâîãî ïåðèìåòðà P . Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå P .

9. Äîêàæèòå, ÷òî êëåò÷àòûé ìíîãîóãîëüíèê ïëîùàäè 202 ìîæíî ðàçäåëèòü íà 101

ïðÿìîóãîëüíèê.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü S êëåò÷àòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî

�îðìóëå: S = N + P
2
− 1, ãäå N � êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè

ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, à P � êîëè÷åñòâî óçëîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà åãî ãðàíèöå (ò.å. åãî

ïåðèìåòð).

25. Âçâåøèâàíèÿ. 18 èþëÿ

Óïðàæíåíèå. Äàíî à) 27; á) 28 ìîíåò, èç êîòîðûõ îäíà �àëüøèâàÿ, ïðè÷¼ì

�àëüøèâàÿ ìîíåòà ëåã÷å íàñòîÿùåé. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé ìîæíî

îïðåäåëèòü �àëüøèâóþ ìîíåòó?

Çàäà÷è

1. Ñðåäè âîñüìè ìîíåò, âîçìîæíî, åñòü îäíà ëåãêàÿ �àëüøèâàÿ ìîíåòà. Çà êàêîå

íàèìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé ìîæíî íàéòè �àëüøèâóþ ìîíåòó èëè äîêàçàòü, ÷òî

òàêîé íåò?

2. Â ðÿä ëåæàò 100 âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò. Ñðåäè íèõ ðîâíî 26 �àëüøèâûõ, ïðè÷¼ì

îíè ëåæàò ïîäðÿä. Íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, �àëüøèâûå � íå îáÿçàòåëüíî

îäèíàêîâî, íî îíè ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Êàê çà îäíî âçâåøèâàíèå íà äâóõ÷àøå÷íûõ âåñàõ

áåç ãèðü íàéòè õîòÿ áû îäíó �àëüøèâóþ ìîíåòó?

3. Ñðåäè ïÿòè âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò 3 íàñòîÿùèå è äâå �àëüøèâûå, îäèíàêîâûå

ïî âåñó, íî íåèçâåñòíî, òÿæåëåå èëè ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Êàê çà íàèìåíüøåå ÷èñëî

âçâåøèâàíèé íàéòè õîòÿ áû îäíó íàñòîÿùóþ ìîíåòó?

4. �åîëîãè âçÿëè â ýêñïåäèöèþ 80 áàíîê êîíñåðâîâ, âåñà êîòîðûõ âñå èçâåñòíû

è ðàçëè÷íû (èìååòñÿ ñïèñîê). ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íàäïèñè íà êîíñåðâàõ ñòàëè

íå÷èòàåìûìè, è òîëüêî çàâõîç çíàåò, ãäå ÷òî. Îí ìîæåò ýòî âñåì äîêàçàòü (òî åñòü

îáîñíîâàòü, ÷òî â êàêîé áàíêå íàõîäèòñÿ), íå âñêðûâàÿ êîíñåðâîâ è ïîëüçóÿñü òîëüêî

ñîõðàíèâøèìñÿ ñïèñêîì è äâóõ÷àøå÷íûìè âåñàìè ñî ñòðåëêîé, ïîêàçûâàþùåé ðàçíèöó

âåñîâ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýòîé öåëè åìó

à) äîñòàòî÷íî ÷åòûð¼õ âçâåøèâàíèé;

á) íåäîñòàòî÷íî òð¼õ âçâåøèâàíèé.

5. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 8 × 8 çàêðàøåíî 25 êëåòîê, îáðàçóþùèõ êâàäðàò 5 × 5.
�àçðåøàåòñÿ âûáðàòü ëþáóþ êëåòêó êâàäðàòà 8× 8 è ñïðîñèòü, çàêðàøåíà ëè îíà. Çà
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êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêèõ âîïðîñîâ ìîæíî íàâåðíÿêà îïðåäåëèòü, êàêèå êëåòêè

çàêðàøåíû?

6. Åñòü ÷åòûðå ãèðè � 1, 2, 3 è 4 ãðàììà. Îäíà èç íèõ � äå�åêòíàÿ (ëåã÷å èëè òÿæåëåå

òîãî âåñà, êîòîðûé íà íåé íàïèñàí). Ìîæíî ëè íàéòè ýòó ãèðþ çà 2 âçâåøèâàíèÿ, è

îïðåäåëèòü, ëåã÷å îíà èëè òÿæåëåå?

7. Ó ìàòåìàòèêà åñòü 19 ðàçëè÷íûõ ãèðü, ìàññû êîòîðûõ â êèëîãðàììàõ ðàâíû 2,
3, 4, . . . , 20, è âîëøåáíûå äâóõ÷àøå÷íûå âåñû, êîòîðûå íå ñóììèðóþò âåñà ãèðü íà

îäíîé ÷àøå, à ïåðåìíîæàþò. Îí ïîëîæèë íåñêîëüêî ãèðü íà âåñû òàê, ÷òî óñòàíîâèëîñü

ðàâíîâåñèå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ãèðü ìîãëî îêàçàòüñÿ íà âåñàõ?

8. Åñòü ñåìü ïðîíóìåðîâàííûõ ìîíåò, ïðè÷åì îäíà èç íèõ � �àëüøèâàÿ. Èçâåñòíî,

÷òî 1 è 2 � íå òÿæåëåå íàñòîÿùåé, à 5, 6 è 7 � íå ëåã÷å. Ìîæíî ëè çà äâà âçâåøèâàíèÿ

íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü íàéòè �àëüøèâóþ ìîíåòó è óñòàíîâèòü, ëåã÷å îíà èëè

òÿæåëåå?

9. Íà âèòðèíå þâåëèðíîãî ìàãàçèíà ëåæàò 15 áðèëëèàíòîâ. �ÿäîì ñ íèìè ñòîÿò

òàáëè÷êè ñ óêàçàíèåì ìàññ, íà êîòîðûõ íàïèñàíî 1, 2, . . . , 15 êàðàò. Ó ïðîäàâöà åñòü

÷àøå÷íûå âåñû è ÷åòûðå ãèðüêè ìàññàìè 1, 2, 4 è 8 êàðàò. Ïîêóïàòåëþ ðàçðåøàåòñÿ

òîëüêî îäèí òèï âçâåøèâàíèé: ïîëîæèòü îäèí èç áðèëëèàíòîâ íà îäíó ÷àøó âåñîâ,

à ãèðüêè � íà äðóãóþ è óáåäèòüñÿ, ÷òî ìàññà íà ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëè÷êå óêàçàíà

âåðíî. Îäíàêî çà êàæäóþ âçÿòóþ ãèðüêó íóæíî çàïëàòèòü ïðîäàâöó 100 ìîíåò. Åñëè

ãèðüêà ñíèìàåòñÿ ñ âåñîâ è â ñëåäóþùåì âçâåøèâàíèè íå ó÷àñòâóåò, ïðîäàâåö çàáèðàåò

å¼. Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñóììó ïðèä¼òñÿ çàïëàòèòü, ÷òîáû ïðîâåðèòü ìàññû âñåõ

áðèëëèàíòîâ?

26. Àëãîðèòìû âñëåïóþ. 19 èþëÿ

1. Ñåìüÿ (ïàïà, ìàìà, ñûí è áàáóøêà) íî÷üþ ïîäîøëà ê ìîñòó, ñïîñîáíîìó âûäåðæàòü

òîëüêî äâóõ ÷åëîâåê îäíîâðåìåííî. Ïî ìîñòó ìîæíî äâèãàòüñÿ òîëüêî ñ �îíàðèêîì.

Èçâåñòíî, ÷òî ïàïà ìîæåò ïåðåéòè ìîñò â îäíó ñòîðîíó çà ìèíóòó, ìàìà � çà äâå,

ñûí � çà ïÿòü è áàáóøêà � çà äåñÿòü ìèíóò. Åñëè ïî ìîñòó äâèæóòñÿ äâîå, âðåìÿ

ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ áîëåå ìåäëåííûì èç äâîèõ. Êàê ñåìüå ïåðåïðàâèòüñÿ ìåíåå ÷åì

çà 18 ìèíóò? (Ôîíàðèê ó íèõ îäèí, êèäàòü åãî íåëüçÿ, ñâåòèòü èçäàëè òîæå íåëüçÿ.)

2. Òðè âîðà Êàìíåâ, Íîæíèöûí è Áóìàãèí, êàæäûé ñ äâóìÿ áàóëàìè, õîòÿò

ïåðåïðàâèòüñÿ ÷åðåç ðåêó. Èçâåñòíî, ÷òî Êàìíåâ îáâîðóåò ëþáîé áàóë Íîæíèöûíà,

åñëè áàóë îñòàíåòñÿ áåç ïðèñìîòðà êîãî-íèáóäü èç îñòàëüíûõ. Òàê æå Íîæíèöûí

îáâîðóåò îñòàâøèéñÿ áåç ïðèñìîòðà áàóë Áóìàãèíà, à Áóìàãèí � áàóë Êàìíåâà. Åñòü

òðåõìåñòíàÿ ëîäêà, ìåñòî çàíèìàåò ÷åëîâåê èëè áàóë. �ðåñòè ìîæåò òîëüêî Êàìíåâ.

Êàê èì âñåì ïåðåïðàâèòüñÿ è ïåðåâåçòè áàóëû, ÷òîáû íèêòî íèêîãî íå îáâîðîâàë?
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3. Íåñêîëüêî âàãîíîâ áåç îêîí ñöåïëåíû ïî êðóãó. Âû íàõîäèòåñü âíóòðè îäíîãî èç

íèõ. Âàøà çàäà÷à � îïðåäåëèòü, ñêîëüêî âñåãî âàãîíîâ. Â êàæäîì âàãîíå åñòü ëàìïî÷êà,

âû ìîæåòå âêëþ÷àòü è âûêëþ÷àòü ñâåò â òîì âàãîíå, â êîòîðîì íàõîäèòåñü, à òàêæå

ïåðåõîäèòü â îäèí èç ñîñåäíèõ âàãîíîâ. Êàê âû áóäåòå äåéñòâîâàòü?

4. Ìèøåíü ¾áåãóùèé êàáàí÷èê Äåíèñ¿ (íó èëè áðàò åãî Áîðèñ) íàõîäèòñÿ â îäíîì èç

100 îêîøåê, ðàñïîëîæåííûõ â ðÿä. Îêîøêè çàêðûòû, ïîýòîìó äëÿ ñòðåëêà ìèøåíü âñ¼

âðåìÿ îñòà¼òñÿ íåâèäèìîé. ×òîáû ïîðàçèòü ìèøåíü, äîñòàòî÷íî âûñòðåëèòü â îêîøêî,

â êîòîðîì îíà â ìîìåíò âûñòðåëà íàõîäèòñÿ. Åñëè ìèøåíü íàõîäèòñÿ íå â ñàìîì ïðàâîì

îêîøêå, òî ñðàçó ïîñëå âûñòðåëà îíà ïåðåìåùàåòñÿ íà îäíî îêîøêî âïðàâî, èíà÷å îíà

îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Êàê çà 51 âûñòðåë ïîðàçèòü ìèøåíü?

5. Àíÿ è Ë¼íÿ èãðàþò â èãðó. Ë¼íÿ çàãàäûâàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 1 äî à) 4; á) 1000.

Ñâîèì õîäîì Àíÿ íàçûâàåò ëþáîå ÷èñëî. Åñëè îíî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì Ë¼íè, òî Àíÿ

ïîáåäèëà. Åñëè æå íåò, òî Ë¼íÿ ïðèáàâëÿåò ê ñâîåìó ÷èñëó 2 è âîçâîäèò â êâàäðàò. Êàê

Àíÿ ìîæåò ïîáåäèòü?

6.Íà áåñêîíå÷íîé â îáå ñòîðîíû äîðîãå íàõîäèòñÿ êîò Ñåð¼æà, áåãàþùèé ñî ñêîðîñòüþ

10 êì/÷, è çëîé Ëåîíèä Áîðèñîâè÷, áåãàþùèé ñî ñêîðîñòüþ 12 êì/÷. Ëåîíèä Áîðèñîâè÷

íå çíàåò, ãäå íàõîäèòñÿ Ñåð¼æà, è óâèäèò åãî, òîëüêî åñëè îêàæåòñÿ ñ Ñåð¼æåé â îäíîé

òî÷êå. Êàê Ëåîíèäó Áîðèñîâè÷ó äåéñòâîâàòü, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ïîòàñêàòü êîòà çà

õâîñò?

7. Â ò¼ìíîé êîìíàòå 10 ì× 10 ì áåãàåò òàðàêàí ñî ñêîðîñòüþ 0.1 ì/
, à çà íèì ãîíÿåòñÿ
áëèçîðóêèé êîò ñî ñêîðîñòüþ 1 ì/
. Êîò óâèäèò òàðàêàíà, åñëè îêàæåòñÿ â ìåòðå îò

íåãî. Ñìîæåò ëè êîò ïîéìàòü òàðàêàíà?

8. Íàçîâ¼ì ëàáèðèíòîì øàõìàòíóþ äîñêó 8×8, íà êîòîðîé ìåæäó íåêîòîðûìè ïîëÿìè
ïîñòàâëåíû ïåðåãîðîäêè. Ïî êîìàíäå ÂÏ�ÀÂÎ ëàäüÿ ñìåùàåòñÿ íà îäíî ïîëå âïðàâî

èëè, åñëè ñïðàâà íàõîäèòñÿ êðàé äîñêè èëè ïåðåãîðîäêà, îñòà¼òñÿ íà ìåñòå; àíàëîãè÷íî

âûïîëíÿþòñÿ êîìàíäû ÂËÅÂÎ, ÂÂÅ�Õ è ÂÍÈÇ. Ïðîãðàììèñò ïèøåò ïðîãðàììó �

êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óêàçàííûõ êîìàíä, è äàåò å¼ ïîëüçîâàòåëþ, ïîñëå ÷åãî

ïîëüçîâàòåëü âûáèðàåò ëàáèðèíò è ïîìåùàåò â íåãî ëàäüþ íà ëþáîå ïîëå. Âåðíî ëè,

÷òî ïðîãðàììèñò ìîæåò íàïèñàòü òàêóþ ïðîãðàììó, ÷òî ëàäüÿ îáîéäåò âñå äîñòóïíûå

ïîëÿ â ëàáèðèíòå ïðè ëþáîì âûáîðå ïîëüçîâàòåëÿ?

27. Òåêñòîâûå çàäà÷è. 19 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Êîëîííà ñîëäàò äëèíû 10 êì äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 5 êì/÷. Âñàäíèê

ïîåõàë ñ ïàêåòîì èç êîíöà â íà÷àëî êîëîííû 
î ñêîðîñòüþ 15 êì/÷, ïåðåäàë ïàêåò è
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ïîåõàë îáðàòíî â êîíåö êîëîííû. Ñêîëüêî âðåìåíè ïðîâ¼ë âñàäíèê â ïóòè è êàêîé ïóòü

îí ïðîø¼ë?

2) Äâà ãîðîäà, À è Â, íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 100 êì äðóã îò äðóãà. Èç ýòèõ ãîðîäîâ

îäíîâðåìåííî âûåçæàþò íàâñòðå÷ó äâà âåëîñèïåäèñòà, èç À ñî ñêîðîñòüþ 15 êì/÷, èç

Â � 25 êì/÷. Îäíîâðåìåííî ñ íèìè èç ãîðîäà À â ãîðîä Â âûëåòàåò ìóõà, ïðîëåòàþùàÿ

â ÷àñ 30 êì. Âñòðåòèâ âåëîñèïåäèñòà Â, îíà ñðàçó ïîâîðà÷èâàåò íàçàä ê âåëîñèïåäèñòó

À. Ïîâñòðå÷àâ åãî, îïÿòü ëåòèò îáðàòíî íàâñòðå÷ó âåëîñèïåäèñòó Â. È òàê ïðîäîëæàëà

îíà ñâîè ïîëåòû âïåðåä è íàçàä äî òåõ ïîð, ïîêà âåëîñèïåäèñòû íå ñúåõàëèñü. Ñêîëüêî

êèëîìåòðîâ ïðîëåòåëà ìóõà?

Çàäà÷è

1. Ïåðâóþ ïîëîâèíó ïóòè àâòîìîáèëü åõàë ñî ñêîðîñòüþ 40 êì/÷, à âòîðóþ ïîëîâèíó

ïóòè ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷. ×åìó ðàâíà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ?

2. Äâà ìîòîöèêëèñòà ñòàðòóþò îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè èç äâóõ

äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê êðóãîâîé òðàññû, äëèíà êîòîðîé ðàâíà 16 êì.

×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ìîòîöèêëèñòû ïîðàâíÿþòñÿ â ïåðâûé ðàç, åñëè ñêîðîñòü îäíîãî

èç íèõ íà 10 êì/÷ áîëüøå ñêîðîñòè äðóãîãî?

3. Äâà äðóãà ïëàâàëè íà ïëîòå ïî ðåêå. Â êàêîé-òî ìîìåíò îíè îäíîâðåìåííî ïðûãíóëè

ñ ïëîòà è ïîïëûëè â ðàçíûå ñòîðîíû: îäèí � ïî òå÷åíèþ, âòîðîé � ïðîòèâ òå÷åíèÿ

ðåêè. ×åðåç 30 ìèíóò îíè îäíîâðåìåííî ïîâåðíóëè è ïîïëûëè îáðàòíî. Êàêîé èç íèõ

äîïëûâ¼ò äî ïëîòà áûñòðåå? (Èõ ñêîðîñòè íå îáÿçàòåëüíî ðàâíû, íî áîëüøå ñêîðîñòè

òå÷åíèÿ ðåêè).

4. Èíæåíåð åæåäíåâíî ïðèåçæàåò ïîåçäîì íà âîêçàë â 8 ÷àñîâ óòðà. Òî÷íî â 8 ÷àñîâ

ê âîêçàëó ïîäúåçæàåò àâòîìîáèëü è îòâîçèò èíæåíåðà íà çàâîä. Îäíàæäû èíæåíåð

ïðèåõàë íà âîêçàë â 7 ÷àñîâ óòðà è ïîø¼ë íàâñòðå÷ó ìàøèíå. Âñòðåòèâ ìàøèíó, îí

ñåë â íå¼ è ïðèåõàë íà çàâîä íà 20 ìèíóò ðàíüøå, ÷åì îáû÷íî. Âî ñêîëüêî èíæåíåð

âñòðåòèë ìàøèíó? Ñêîðîñòè àâòîìîáèëÿ è èíæåíåðà ïîñòîÿííû.

5. Òðåòü âñåãî âðåìåíè àâòîìîáèëü åõàë ñî ñêîðîñòüþ v1 = 40 ì/ñ, çàòåì ïîëîâèíó

îñòàâøåãîñÿ ïóòè îí åõàë ñî ñêîðîñòüþ v2 = 10 ì/ñ, à íà îñòàâøåìñÿ ó÷àñòêå åãî

ñêîðîñòü áûëà v3 = 40 ì/ñ. Íàéäèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ.

6. Àíòîí ñáåæàë âíèç ïî äâèæóùåìóñÿ ýñêàëàòîðó è íàñ÷èòàë 30 ñòóïåíåê. Çàòåì

îí ðåøèë ïðîáåæàòü ââåðõ ïî òîìó æå ýñêàëàòîðó ñ òîé æå ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíî

ýñêàëàòîðà è íàñ÷èòàë 150 ñòóïåíåê. Ñêîëüêî ñòóïåíåê îí íàñ÷èòàë, ñïóñêàÿñü âìåñòå

ñ ìèëèöèîíåðîì ïî íåïîäâèæíîìó ýñêàëàòîðó?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷êè

7. Ïîí÷èê çàêóñûâàë â ïðèäîðîæíîì êà�å, êîãäà ìèìî íåãî ïðîåõàë àâòîáóñ. ×åðåç

òðè ïëþøêè ïîñëå àâòîáóñà ìèìî Ïîí÷èêà ïðîåõàë ìîòîöèêë, à åù¼ ÷åðåç òðè
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ïëþøêè � àâòîìîáèëü. Ìèìî Ñèðîï÷èêà, êîòîðûé çàêóñûâàë â äðóãîì êà�å ó òîé

æå äîðîãè, îíè ïðîåõàëè â äðóãîì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà � àâòîáóñ, ÷åðåç òðè ïëþøêè �

àâòîìîáèëü, à åù¼ ÷åðåç òðè ïëþøêè � ìîòîöèêë. Èçâåñòíî, ÷òî Ïîí÷èê è Ñèðîï÷èê

âñåãäà åäÿò ïëþøêè ñ îäíîé è òîé æå ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Íàéäèòå ñêîðîñòü

àâòîáóñà, åñëè ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ � 60 êì/÷, à ñêîðîñòü ìîòîöèêëà � 30 êì/÷.

8. Îò ñòàíöèè Ïðîñòîêâàøèíî äî äîìà, â êîòîðîì æèâ¼ò êîò Ìàòðîñêèí, ðàññòîÿíèå

s = 1, 2 êì. Äÿäÿ Ô¼äîð ñ Øàðèêîì ïðèåõàë íà ñòàíöèþ Ïðîñòîêâàøèíî è ïîø¼ë

äîìîé âíèç ïî ñêëîíó ñî ñêîðîñòüþ 4 êì/÷, à Øàðèê ïîáåæàë ñî ñêîðîñòüþ 12 êì/÷.

Äîáåæàâ äî äîìà, Øàðèê ïîâåðíóë îáðàòíî è ïîáåæàë ââåðõ ïî ñêëîíó íàâñòðå÷ó äÿäå

Ô¼äîðó ñî ñêîðîñòüþ 8 êì/÷. Òàê ï¼ñ áåãàë âïåðåä è íàçàä ìåæäó äÿäåé Ô¼äîðîì è

äîìîì âïëîòü äî ìîìåíòà ïðèáûòèÿ ìàëü÷èêà äîìîé. Êàêîé ïóòü áîëüøå: ñóììàðíûé

ïóòü S1, êîòîðûé Øàðèê ïðîáåæàë, ïåðåìåùàÿñü â ñòîðîíó äîìà, èëè S2, êîòîðûé

îí ïðîáåæàë, ïåðåìåùàÿñü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè? Íà ñêîëüêî îäèí ïóòü äëèííåå

äðóãîãî? Îïðåäåëèòå S1 è S2.

28. ×èñëà ïî êðóãó. 20 èþëÿ

Óïðàæíåíèå. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò ìàëü÷èêè è äåâî÷êè. Òîãäà ïàð ðÿäîì

ñèäÿùèõ äåòåé ðàçíîãî ïîëà � ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî. À åñëè ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê íå

ïîðîâíó, òî íàéä¼òñÿ ïàðà ðÿäîì ñèäÿùèõ äåòåé îäíîãî ïîëà.

Çàäà÷è

1. Ïî êðóãó ñòîÿò ìàëü÷èêè è äåâî÷êè, âñåãî 33 ÷åëîâåêà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ

äåòè îäíîãî ïîëà, ìåæäó êîòîðûìè

à) ðîâíî îäèí;

á) ðîâíî äâà ÷åëîâåêà.

2. Ïî êðóãó íàïèñàíû âñå öåëûå ÷èñëà îò 1 ïî 200 â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî ïðè äâèæåíèè

ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ÷èñëà ïîî÷åð¼äíî òî âîçðàñòàþò, òî óáûâàþò. Äîêàæèòå, ÷òî

ðàçíîñòü êàêèõ-òî äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ ðÿäîì, ÷¼òíà.

3. Êàæäîå ÷èñëî ïî êðóãó åñòü ñóììà äâóõ ñëåäóþùèõ çà íèì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå

(âñåãî íå ìåíåå òð¼õ ÷èñåë ïî êðóãó).

à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë ðàâíà 0.

á) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà ðàâíû 0.

4. Ïî êðóãó çàïèñàíû íåñêîëüêî ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî öåëûå), íå âñå èç íèõ

îäèíàêîâû. Ñóììà ëþáûõ ïÿòè ïîäðÿä ðàâíà 73. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷èñåë

êðàòíî 5.
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5. ×èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 çàïèñàëè ïî êðóãó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Íàçîâ¼ì çàïèñàííîå

÷èñëî õîðîøèì, åñëè îíî ðàâíî ñóììå äâóõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ ðÿäîì ñ íèì. Êàêîâî

íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ÷èñåë ñðåäè çàïèñàííûõ?

6. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíî 99 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáûõ

÷åòûð¼õ ñòîÿùèõ ïîäðÿä ÷èñåë ñóììà äâóõ ïåðâûõ èç íèõ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ðàâíà

ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ïîñëåäíèõ èç íèõ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà ñóììà

âñåõ 99 ðàññòàâëåííûõ ÷èñåë?

7. Ïî îêðóæíîñòè çàïèñàëè êðàñíûì ïÿòü íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñ íå÷¼òíûìè

çíàìåíàòåëÿìè, áîëüøèìè 1010. Ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè êðàñíûìè äðîáÿìè

âïèñàëè ñèíèì íåñîêðàòèìóþ çàïèñü èõ ñóììû. Ìîãëî ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ó ñèíèõ äðîáåé

âñå çíàìåíàòåëè ìåíüøå 100?

29. Ïîñðåäíèê â íåðàâåíñòâàõ. 20 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Äîêàæèòå, ÷òî 1013 > 9992.

2) Êàêàÿ èç äðîáåé áîëüøå:

33

64
èëè

19

39
?

Çàäà÷è

1. Ñðàâíèòå 12723 è 51318.

2. Åñòü 100 ïàð äåäîâ Ìîðîçîâ ñî Ñíåãóðî÷êàìè, êàæäûé âûøå ñâîåé Ñíåãóðî÷êè.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàñïðåäåëèòü Ñíåãóðî÷åê ïî ðîñòó (ñàìîìó âûñîêîìó � ñàìóþ

âûñîêóþ, è ò.ä.), òî âñå ðàâíî êàæäûé äåä Ìîðîç îêàæåòñÿ âûøå äîñòàâøåéñÿ åìó

Ñíåãóðî÷êè.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ìíîãîçíà÷íîå ÷èñëî áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ öè�ð.

4. Â êëåòêàõ òàáëèöû 10 × 10 ñòîÿò 100 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Àíÿ âûáðàëà â êàæäîé

ñòðîêå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî, è èç ýòèõ 10 ÷èñåë âûáðàëà íàèìåíüøåå. Âàíÿ âûáðàë â

êàæäîì ñòîëáöå íàèìåíüøåå ÷èñëî, è èç ýòèõ 10 ÷èñåë âûáðàë íàèáîëüøåå. Ó êîãî èç

íèõ ÷èñëî áîëüøå?

5. Þðà è ßøà èìåþò ïî ýêçåìïëÿðó îäíîé è òîé æå êëåò÷àòîé òàáëèöû 5 × 5,
çàïîëíåííîé 25 ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè. Þðà âûáèðàåò íàèáîëüøåå ÷èñëî â òàáëèöå è

âû÷åðêèâàåò ñòðîêó è ñòîëáåö, ñîäåðæàùèå ýòî ÷èñëî, çàòåì âûáèðàåò íàèáîëüøåå

èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë è âû÷¼ðêèâàåò ñòðîêó è ñòîëáåö, ñîäåðæàùèå ýòî ÷èñëî, è ò.ä.

ßøà ïðîèçâîäèò àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ, íî âûáèðàåò íàèìåíüøèå ÷èñëà. Ìîæåò ëè

ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ñóììà ÷èñåë, âûáðàííûõ ßøåé áîëüøå ñóììû ÷èñåë, âûáðàííûõ Þðîé?
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6. Íà äîñêå áûëî íàïèñàíî ðàâåíñòâî. Äåæóðíûé ïî êëàññó óñïåë ñòåðåòü íåêîòîðûå

öè�ðû (ñêîëüêî öè�ð îí ñò¼ð â êàæäîì èç ÷èñåë, íåèçâåñòíî). Íà äîñêå îñòàëîñü:

11 . . . 73× 12 . . . 65 = 123 . . . 45. Ìîãëî ëè èñõîäíîå ðàâåíñòâî áûòü âåðíûì?

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 22 èþëÿ

Äîâûâîä

1. Âàñÿ íàïèñàë íà äîñêå òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî. Ïåòÿ çàìåòèë, ÷òî ó ýòîãî ÷èñëà

îäèíàêîâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 8 è 15. À Ìàøà çàìåòèëà, ÷òî åãî ïîñëåäíÿÿ öè�ðà

ðàâíà ñóììå ïåðâûõ äâóõ. Êàêîå ÷èñëî ìîã íàïèñàòü Âàñÿ? Íàéäèòå âñå âàðèàíòû è

äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

2. Â êîðîáêå ëåæèò íåñêîëüêî êíèã îáùåé ñòîèìîñòüþ 1000 ðóáëåé. Èçâåñòíî, ÷òî èõ

ìîæíî ðàçäåëèòü íà 5, à ìîæíî è íà 8 ðàâíûõ ïî ñòîèìîñòè ïà÷åê. Êàêóþ íàèáîëüøóþ

ñòîèìîñòü ìîæåò èìåòü ñàìàÿ äåøåâàÿ êíèãà?

3. Íà äîñêå çàïèñàíî ÷èñëî 20232025. Êàæäóþ ìèíóòó ïîñëåäíÿÿ öè�ðà ÷èñëà

çàïîìèíàåòñÿ, çàòåì ñòèðàåòñÿ è óìíîæåííàÿ íà 5 ïðèáàâëÿåòñÿ ê òîìó ÷èñëó, ÷òî

îñòàëîñü íà äîñêå ïîñëå ñòèðàíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñ íåêîòîðîãî øàãà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ

îäíî è òî æå ÷èñëî è íàéäèòå ýòî ÷èñëî.

4. Àðò¼ì ïðèäóìàë íîâóþ øàõìàòíóþ �èãóðó ¾ñèãìà-êîðîëü¿,

êîòîðûé ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè áü¼ò âòîðóþ, à íå ïåðâóþ ïî

ñ÷¼òó êëåòêó. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íå áüþùèõ äðóã

äðóãà ñèãìà-êîðîëåé ìîæíî ðàçìåñòèòü íà øàõìàòíîé äîñêå 8× 8?

5. Èìïåðèÿ �îðíûõ ãíîìîâ ñîñòîèò èç ñåìè êîðîëåâñòâ, â êàæäîì èç êîðîëåâñòâ

ãíîìû äîáûâàþò çîëîòî è àëìàçû. Âåðíî ëè, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêèå ÷åòûðå

êîðîëåâñòâà, êîòîðûå ïðîèçâîäÿò íå ìåíåå 50% çîëîòà è íå ìåíåå 50% àëìàçîâ (îò

îáùåãî ïðîèçâîäñòâà â èìïåðèè)?

Âûâîä

6. Íàçîâ¼ì ñëîâîì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ. Ñî ñëîâàìè ðàçðåøàåòñÿ

ïðîäåëûâàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

1) óäàëèòü ïåðâóþ áóêâó ñëîâà;

2) óäàëèòü ïîñëåäíþþ áóêâó ñëîâà;

3) äîáàâèòü êîïèþ ñëîâà ïîñëå íåãî.

Íàïðèìåð, åñëè èñõîäíîå ñëîâî � ABC, ïðèìåíåíèå îïåðàöèé äàñò BC, AB è

ABCABC ñîîòâåòñòâåííî. Âåðíî ëè, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïåðàöèé ìîæíî â ëþáîì

ñëîâå ïåðåñòàâèòü áóêâû â ëþáîì ïîðÿäêå?



50 Âèøêèëü. 1�26 èþëÿ 2025 ã.

7. Âåðíî ëè, ÷òî â ëþáîé êîìïàíèè èç 2n ÷åëîâåê âñåãäà íàéäóòñÿ äâîå ñ ÷¼òíûì

÷èñëîì îáùèõ çíàêîìûõ? Ëþáûå äâîå èëè çíàêîìû èëè íå çíàêîìû.

8. Ìîæåò ëè êóá íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â êîíöå ñâîåé äåñÿòè÷íîé çàïèñè èìåòü 2025

åäèíèö?
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